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ABSTRAKT
Tato práce se zabývá vytvořením, určením parametrů a ověřením modelu piezolektric-
kého generátoru. Tento matematický model by měl sloužit jako nástroj při vývoji nových
generátorů a to zejména při analýze využitelnosti dostupného zdroje energie (vibrace)
a pro samotný návrh. Nejprve je v práci provedena rešerše způsobů získávání energie z
okolí, která je dále rozvedena v podrobný popis piezoelektrických generátorů a způsobů
jejich modelování. V práci je popsána metodika určení parametrů a vytvoření modelu ve
stavovém tvaru nebo jako model v MATLAB/Simulink. Postupy uvedené v práci jsou
demonstrovány na komerčně dostupném generátoru. V rámci práce je vytvořen přípravek,
který slouží jako univerzální nástroj při experimentech s generátorem. Na závěr práce
je model aplikován při analýze výtěžnosti energie z lidské chůze a krátce je předtavena
modifikace modelu.
KLÍČOVÁ SLOVA
energy harvesting, vibrace, vibrační generátor, piezoelektrický jev, modelování, teorie sys-
témů, experiment, bioaplikace
ABSTRACT
This master’s thesis deals with the development and verification of the model of the piezo-
electric generator, incl. determination of its parameters. This mathematical model should
be used as a tool for development of new devices, especially for analysis of applicability
of available energy source (vibration) and for design of device itself. At first the review
of energy harvesting is described deeply. Subsequently piezoelectric generators and the
ways how we can model them, are depicted in details. The methodology of parameters
estimation and model development is presented in state space or in MATLAB/Simulink
environment and applied on the commercial generator Midé V21BL. A device has been
made within the scope of the thesis, which can be used as an universal tool in experiments
with generator. Finally the model is applied on the analysis of energy yield from man’s
walk and there is also brief introduction to model modifications.
KEYWORDS
energy harvesting, vibration, vibration generator, piezoelectric effect, modeling, systems
theory, experiment, bioapplication
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ÚVOD
Ani člověk, nezajímající se o techniku, nemůže přehlédnou současný rychlý rozvoj elektro-
niky. Elektronika je všude okolo nás. S tímto trendem nastává ale i jeden velký problém
– energie. V dnešní době se tak stává zásadním, jakým způsobem dodávat energii všem
bezdrátovým zařízením -– ať už se jedná o telefony, hračky, spotřebiče, či komunikační
systémy v letadlové, či automobilové technice. Řešení je zdánlivě triviální – energie je
všude okolo nás. Ať už je ukryta akustickém vlnění, v proudící kapalině, teple, slunečním
záření, či méně nápadně ve vibracích a rázech. Problematické je ale získání a využití této
energie. Touto oblastí se zabývá energy harvesting.
Ačkoli tyto zdroje disponují pouze malým energetickým potenciálem, současná elek-
tronika dokáže pracovat velmi úsporně a tyto alternativní zdroje energii jsou tak pro ni
dostačující. Například jednou z hlavních oblastí zájmu energy harvestingu je komunikační
technika. Komunikace a informace jsou základním stavebním kamenem pro technologie
jako Smart City, Smart Buildings nebo Smart Grid. Všechny tyto technologie jsou zalo-
ženy na společné práci mnoha diskrétních, a zejména autonomních systémů, pracujících
společně ve prospěch uživatele. Ve chvíli, kdy je každé zařízení komunikačně, a především
energeticky nezávislé, jsou uspořeny nemalé prostředky. Prostředky na výměnu baterií,
přivedení vodičů, ale je ušetřen i čas personálu/uživatele, který nemusí danou údržbu
provádět.
Jednou z nejperspektivnějších metod získávání energie z vibrací je užití piezoelektric-
kých materiálů. Piezomateriály jsou takové materiály, které disponují specifickou schop-
ností měnit mechanickou energii na elektrickou a obráceně. Do karet této technologie hraje
zejména poměrně snadná výroba. Zařízení postavená na bázi piezoelektrických materiálů
jsou konstrukčně jednoduchá, což je do budoucna příslib nízké ceny, která je v oblasti
elektroniky zcela zásadní.
Z těchto materiálů bývají často vyrobeny přesné snímače, rychlé aktuátory a také
generátory malých výkonů. Tyto, nejčastěji keramické látky, tak najdeme v širokém spek-
tru zařízení od motorků pro ostření v objektivech, až po monitory dechu malých dětí.
Dále můžou piezomateriály najít uplatnění v zařízeních typu hard disk nebo vstřikování
Common-rail či ve zvukových senzorech. Zajímavé může být i užití v oblasti řízení (po-
hlcování) vibrací a hluku, které využívá např. firma Boeing nebo vojenská letadla FA-18
a F-15 za účelem minimalizování poškozování materiálů únavou a ke zlepšení aerodyna-
mických vlastností.
Počátky využívání těchto materiálů, jejichž vlastnosti byli objeveny v roce 1880, sahají
až do první světové války, kdy byly využívány v detektorech ponorek. Další aplikace známé
z tohoto období jsou mikrofony a akcelerometry.
Jak již bylo zmíněno – hlavní využití piezomateriálů je v oblasti energy harvestingu.
Cílem je vyvíjet autonomní zařízení, které by ke svému běhu nepotřebovaly baterie nebo
přívod vodičů napájení. Takováto zařízení jsou poté vysoce vyžadována v náročných apli-
kacích jako jsou zdroje energie pro bioaplikace, či v odvětvích jako je letectví, kosmonau-
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tika či automobilový průmysl.
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1 CÍLE PRÁCE
Cílem této práce je vytvoření hodnověrného matematického modelu komerčně dostup-
ného piezoelektrického generátoru a jeho experimentální ověření. Součástí práce je také
podrobný teoretický rozbor modelování piezomateriálů a metodika k určování parametrů
libovolného piezoelektrického generátoru typu vetknutý nosník v bimorfní konfiguraci.
Motivací pro takovouto práci je zejména fakt, že v žádné soudobé literatuře není tento
problém v rozsáhlejší míře rozebrán a podrobně popsán, včetně teoretických odvození,
určování parametrů a vhodně interpretovanými závěry.
Vytvořený model bude dále užíván pro například pro analýzu využitelnosti daného
principu pro energy harvesting v bioaplikaci. Konkrétně pro kochleární implantát.
Cílem práce není vytvořit konkrétní generátor energie pro implantát, ale poskytnout
dostatečný zdroj informací pro návrh takovéhoto zařízení – pro jeho vývoj a optimalizaci.
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2 SOUČASNÝ STAV POZNÁNÍ
2.1 Energy harvesting
Získávání energie z okolí bývá označováno jako energy harvesting nebo také energy sca-








– Energie proudění vzduchu, kapaliny
– Vibrace
– Změny tlaku (zvukové vlny, atmosferický tlak)
• Energie lidského těla
Pravděpodobně nejznámější je fotovoltaický jev, který byl a je hojně aplikován pro
drobná elektronická zařízení, kde je cílem prodloužit dobu běhu na baterie, případně je
zcela nahradit. Jako možný směr vývoje v oblasti fotovoltaiky lze uvést využití solárních
panelů pod displeji mobilních telefonů (firma Sunpartner Technologies [34]). Obrazovka
je pokryta tenkými proužky solárních panelů. Před nimi je nanesena vrstva půlkruho-
vých optických členů. Výsledek je, že uživatel displeje není schopen fotovoltaickou vrstvu
zpozorovat [35] a zároveň je panelem pokryta velká plocha telefonu, která je také často
vystavována slunečnímu svitu.
Akustické vlnění je poměrně nevýznamné, protože energie, která se tímto způsobem
přenáší, je zanedbatelně malá. Takovýto zdroj však může dobře fungovat u autonomních
pasivních zvukových senzorů (například pro kochleární implantát) nebo pro jiné energe-
ticky nenáročné aplikace [14].
Zatím jen zřídka využívána i energie od průtoku kapaliny. Avšak možná uplatnění
v oblasti energy harvestingu existují. Například umístění malé turbínky do krevního oběhu
může vytvořit dostatek energie například pro kardiostimulátor. Takováto zařízení jsou
zatím spíše v oblasti základního výzkumu, protože panuje obava z vytváření krevních
sraženin vlivem turbulentního víření [15].
Využitím teplotního spádu se zabývá mnoho věděckých a komerčních institucí. Využí-
vání odpadního tepla se zejména v posledních letech začíná projevovat jako velmi perspek-
tivní například v letectví či automobilovém průmyslu. V průmyslové praxi tyto generátory
nalezneme pod označením TEG – termoelektrický generátor, které využívají Seebeckův
jev. Na opačném principu, kdy do zařízení dodáváme elektrický výkon a dosahujeme tak
snížení teploty na jedné ze stran článku, jsou založeny zařízení TEC (termoelektrické chla-
diče). TEC chladiče využívají Peltierův jev. Posledním teplotním jevem, který spadá do
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oblasti energy harvestingu je Thompsonův jev. Tento princip ale, alespoň zatím, postrádá
praktické využití.
Vibrace jsou zcela jistě jednou z nejperspektivnějších oblastí v Egnery Harvestingu,
protože každý objekt, ať už je to patrné či ne, kmitá po vybuzení svojí vlastní frekvencí.
Zdrojů působících jako buzení je nezměrně mnoho – od ventilátorů, přes pohony až po





Základem kapacitního způsobu přeměny energie je kondenzátor s proměnnou vzdále-
ností elektrod a polarizovaným dielektrikem umístěným mezi nimi. Bezespornou výho-
dou je možnost dobré miniaturizace a snadnější aplikovatelnosti v MEMS (mikro-elektro-
mechanický systém) technologiích.
Druhým způsobem, jak zpracovávat vibrace, je elektromagnetická indukce, kdy se vy-
užívá cívky pohybující se v magnetickém poli. Toto pole je nejčastěji vytvořeno pomocí
permanentních magnetů.
Piezoelektrickým principem se bude zabývat právě tato diplomová práce. Tato techno-
logie bude tedy dále podrobně rozebrána včetně detailnějšího rozboru fungování a mate-
matického popisu. Zajímavostí ze současného vývoje může být snaha o vytvoření pružných
a tenkých mikro a nano generátorů, které jsou z velké části tvořeny poddajnými mate-
riály, jako je například silikon. Takovéto generátory by bylo možné umístit na těle či do
oblečení a produkovat tak energii z lidských pohybů velmi efektivním způsobem. Jendou
z možností je umístit nano-částice PZT materiálu právě do výše zmíněné silikonové ma-
trice. Tento způsob uvádí studie z Princeton School of Engineering and Applied Science
[27]. PZT je piezokeramický materiál, který vyniká svojí účinností.
Výrazný úspěch zaznamenali pracovníci na Columbia University, jejichž piezogenerátor
byl vytvořen z MoS2 s hustotou výkonu 2 · 10−3 𝑊𝑚−2 Účinnost přeměny energie je pou-
hých 5 %. Na druhou stranu tloušťka materiálu byla pouze několik atomů. To umožnilo,
aby materiál byl čirý, lehký a pružný [37].
Tabulka 2.1 ukazuje, jaké množství energie lze získat z jednotlivých principů užívaných
v energy harvestingu. Pro hodnoty je nutné brát v potaz, že se jedná o průměrné či typické
hodnoty, které jsou ze soudobých experimentálních zařízeních získávány. Tyto hodnoty
jsou tedy závislé jednak na kvalitě návrhu zařízení a také na prostředí, ve kterém pracují.
2.2 Popis piezoelektrických materiálů
Objev piezoelektrického jev je připisován bratrům Curierovým, kteří ho vypozorovali již
v roce 1880. Jedná se o specifickou schopnost látky přeměňovat mechanickou energii na
energii elektrickou. Materiály disponující tímto jevem se vyznačují vnitřní strukturou,
která je tvořená krystaly s asymetricky rozmístěnými náboji (obrázek 2.1a) a to tak, aby
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Tab. 2.1: Porovnání přístupů pro získávání nebo ukládání energie [29, 10, 3]
Zdroj Hustota výkonu Jednotky
Baterie (jednorázové) 45 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
Baterie (nabíjecí) 7 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
Světlo (v místnosti) 10÷ 100 𝜇𝑊𝑐𝑚−2
Proudění vzduchu 400÷ 1000 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
Vibrace 200÷ 380 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
Termoelektrický jev 15 𝜇𝑊𝑐𝑚−2𝐾−1
Elektromagnetické záření 200÷ 1000 𝜇𝑊𝑐𝑚−2
Piezoeelektrický 10÷ 330 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
Akustické vlnění 96 · 10−4 𝜇𝑊𝑐𝑚−3𝑑𝐵−1
Vložka do bot (elektrostatický) 330 𝜇𝑊𝑐𝑚−3
krystaly byly elektricky neutrální. Vlivem vnějšího napětí ale může být tato neutralita
narušena, dojde k posunu nabitých částic, čímž je narušena elektrická rovnováha v krystalu
(obrázek 2.1b). Bude-li z tohoto materiálu vytvořena například destička, pak na každé
její straně bude různý potenciál (obrázek 2.1c,d). [2]
Obr. 2.1: Fyzikální princip piezoelektrického jevu: a) nezatížený krystal, b) tlakem za-
tížený krystal, c) tlakem zatížený materiál, d) tahem namáhaná část měniče; a) až c)
převzato z [2], d) převzato z [33]
Z hlediska systémového inženýrství a modelování je u těchto materiálů důležité popsat
vlastnosti pomocí konstitutivních vztahů. Ty lze z např. z [7, 33] (nebo v jiném tvaru
v [1, 2]) napsat jako:
S = sET+ dT E (2.1)
D = d T + 𝜀TE (2.2)
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kde D je elektrická indukce, S určuje přetvoření, E je intenzita elektrického pole, 𝜀 je
absolutní permitivita, s𝐸 je elastická poddajnost za konstantní intenzity E, T určuje
vektor mechanických napětí, d je matice piezoelektrických koeficientů. Horní index 𝑇
označuje transpozici matice d. Dolní indexy u veličin (např. indexy u piezoelektrické
konstanty 𝑑31 či u poddajnosti 𝑠𝐸31) označují osy, které daná konstanta propojuje. Pro 𝑠𝐸31
tedy platí, že se jedná o poddajnost za konstantní intenzity 𝐸, která propojuje přetvoření
𝑆1 ve směru „1“ způsobené napětím 𝜎3. Napětí 𝜎3 působí ve směru „3“. Velmi podrobně
jsou tyto vztahy popsány a další vlastnosti dále rozebrány například v [11, 1, 33].
Obr. 2.2: Konvence značení os [1]
Při bližším pohledu na vztah (2.1), lze zjistit, že část S = sET pouze reprezentuje
Hookův zákon pro lineární materiál. Člen dTE poté určuje elektromechanické vlastnosti
– přeměnu mechanické energie na elektrickou. Vztah D = 𝜀TE v rovnici (2.2) představuje
elektrickou indukci, přičemž člen dT zahrnuje vliv mechanického namáhání materiálu
a opět tak představuje propojení mechanické a elektrické domény.
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Rovnice (2.1) a (2.2) jsou v maticovém, tedy zcela obecném tvaru a vyjadřují obecné
závislosti mezi napětím, přetvořením, elektrickým nábojem a intenzitou elektrického pole.
Pro praktické použití je vhodnější přepsat tyto vztahy pro požadované směry namáhání
(například pro ohýbání nosníku – tak jak je ukázáno v kapitole 4 – např. rovnice (4.6)).
2.3 Konstrukce piezogenerátorů/aktuátorů
U výrobců (viz příloha A) se lze setkat s velmi pestrou paletou aktuátorů nebo generátorů
z piezomateriálu. V rámci této DP jsou ale obzvláště významné elementy typu vetknutý
nosník. V zásadě jsou dnes důležité tři konstrukce – unimorfní, bimorfní a polymorfní.
Právě bimofní uspořádání je zobrazeno na obrázku 2.3.
Obr. 2.3: Konstrukce piezogenerátoru/aktuátoru [23]
Základní částí je jádro z neaktivního materiálu. Na tomto jádře jsou naneseny vrstvy
aktivního piezomateriálu, které jsou v případě firmy Midé dále překryty ochranou vrst-
vou (z důvodu křehkosti materiálu). Opakem bimorfní konstrukce je konstrukce unimorfní,
kdy chybí horní či spodní vrstva piezomateriálu. Poslední možností, jak modifikovat kon-
strukci generátoru typu vetknutý nosník, je znásobit počet vrstev bimorfního generátoru
a získat tak polymorfní konstrukci. Ta může vést při správném návrhu k vyšší účinnosti
piezogenerátoru.
2.4 Způsoby modelování piezoelektrických zařízení
Existuje několik způsobů, jakým modelovat piezoelektrická zařízení (tyto postupy lze ale
také často aplikovat na problémy z různých oborů). Mezi přístupy, které hrají důležitou
roli, lze uvést například:
1. Analytické modely
• Ekvivalentní obvody – problém je transformován na elektrický obvod s diskrét-
ními parametry, kdy každý prvek reprezentuje jednu vlastnost daného modelu.
Mechanická pružina je například modelována jako kondenzátor. Řešení pak
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probíhá pomocí metod určených pro elektrické obvody. Velkou výhodou je mož-
nost jednoduše implementovat i čistě elektronickou část systému do jednoho
modelu
• Tepelná analogie – jedná se o podobný princip jako v předchozím, ale s vyu-
žitím modelování tepelných procesů. Tento postup není příliš běžný, protože
nedisponuje výhodami modelování pomocí ekvivalentních obvodů
2. Numerické modely
• Metoda konečných prvků (MKP) – je prověřená a robustní numerická metoda,
která umožňuje modelovat téměř jakýkoliv fyzikální problém – včetně modelo-
vání piezomateriálů. Tato DP se daným typem modelování nezabývá. Pro bližší
informace lze nahlédnout například do práce [26]
2.5 Elektronika pro piezogenerátory
Výstupní napětí piezogenerátoru zpravidla neodpovídá požadavkům elektroniky, která je
tímto generátorem napájena. Je proto nutné k samotnému generátoru navázat vhodnou
výkonovou elektroniku, která bude schopná upravovat výstup z piezoelementu, a dále tuto
energii uchovávat nebo dodávat koncovému zařízení. Elektronika je tedy ve výsledném za-
řízení stejně důležitá, jako návrh samotného nosníku z piezomateriálu. Vzhledem k tomu,
že piezogenerátory obvykle generují poměrně vysoké napětí, je nutné napěťový výstup
usměrnit, stabilizovat a snížit na vhodnou úroveň. V současné době jsou nejběžnější na-
pěťové úrovně 1,8, 2,5, 3,3 a 3,6 𝑉 .
Každý piezoelektrický generátor má ideální velikost zátěže (impedanci spotřebiče), pro
kterou je maximální výkon – hovoříme o optimální zátěži. Obecně v oblasti EH elektro-
niku schopnou zužitkovat, přizpůsobit a maximalizovat výkon zařízení, označujeme jako
power management. Pod tímto pojmem se skrývá zároveň i regulátor, který hledá opti-
mální hodnotu zátěžného odporu (nejčastěji) nebo jiným principem optimalizuje výstup.
Součástí komplexnější elektroniky může být i baterie/superkapacitory spolu se systémem
správy baterií. Tento management kontroluje stav baterie, životnost, přijímanou a vy-
dávanou energii. Také musí být hlídány limitní stavy, u kterých hrozí zničení zařízení –
například vlivem teploty či přepětí.
Jak již bylo zmíněno, hlavní součástí je snižující měnič, jehož principiální schéma je
zobrazeno na obrázku 2.4. Měnič je samozřejmě doplněn o usměrňovací Graetzův můstek,
který dodává napětí 𝑈𝑑. Dále je součástí spínací tranzistor, který je spínán regulátorem.
Power management je pro piezogenerátory běžně komerčně dostupný. Za všechny lze
zmínit opět výrobek firmy Midé – řadu Volture [21].
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Obr. 2.4: Snižující měnič [25]
2.6 Publikace zabývající se problematikou modelo-
vání piezoelementů
V rámci DP byla provedena rozsáhlá rešerše článků, zabývajících se analytickým modelo-
váním piezogenerátorů. Je nutné zdůraznit, že vytvořené modely v článcích se lišily „autor
od autora“. Velká část článků bohužel neuvádí způsob identifikace nebo určování para-
metrů. Právě to je ale v této oblasti zásadní. Část publikací s tímto tématem se zabývá
modelování pomocí komplexních proměnných – využívají tedy Laplaceovu transformaci.
Tyto modely jsou ale omezeny pouze na harmonické signály. Mnohem univerzálnější jsou
například modely ve stavovém prostoru, které jsou navíc vhodné pro numerické řešení.
Pouze velmi málo publikací do modelů zahrnuje nějaký typ nelinearity (ať už tlumení či
tuhosti).
Práce [28] má za cíl návrh zdroje energie pro vysílač pracující v pásmu 1,9 𝐺𝐻𝑧.
Pro návrh generátoru je využito analytických vztahů popisující dynamiku nosníku z pie-
zomateriálu ve stavovém prostoru. Vztahy uvedené v tomto článku jsou v hojné míře
aplikovány v diplomové práci. Bohužel některé rovnice jsou uvedeny bez dalšího odvození
nebo podrobnějšího komentáře a to může komplikovat jejich aplikaci, natož případnou
modifikaci. Tato DP proto některé části podrobněji rozvádí a doplňuje. S obdobným mo-
delem pracují i další autoři – jako například [16]. V článku je analytických vztahů užito
pro optimalizaci (například výpočet optimálního odporu) a podrobně jsou rozvedeny dvě
možné konfigurace: vetknutý nosník a nosník s dvěma podporami v levé části. Dále je
zváženo několik zátěží – odporová, kapacitní i výstup s usměrňovačem. Pro ověření me-
tod byl autory navrhnut a vyroben generátor s objemem 1 𝑐𝑚3 s výkonem 375 𝜇𝑊 , při
amplitudě 2,5 𝑚𝑠−1 na 120 𝐻𝑧. Poháněna byla elektronika s příkonem 12 𝑚𝑊 (pracovní
perioda tohoto vysílače byla 1,6 % času).
Práce [31] podrobně uvádí podrobný systém algebraických rovnic, které popisují vetknutý
nosníku bimorfní konstrukce. Vyvození vztahů probíhá na základě konstitutivních vztahů,
které jsou aplikovány na infinitezimální část namáhaného nosníku. Následnou integrací
autoři určí celkovou energii vzniklou deformací. Takto odvozenými rovnicemi (2.5) lze
vypočítat natočení 𝛼, průhyb nosníku 𝑧, ale zejména indukovaný náboj 𝑄 v závislosti na
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kde 𝐿 je délka nosníku, 𝑤 je šířka nosníku, ℎ je tloušťka nosníku. 𝑘31 je coupling faktor
(𝑘31 = 𝑌 𝑑231/𝜀33), 𝑠𝐸11 je poddajnost materiálu a nakonec permitivita označená jako 𝜀33.
Autoři článku [6] diskutují nad modelem z práce [28], upravují některé vztahy, ale
hlavní přínos je v dalším porovnání teoretického modelu s experimentálními daty a to
hned se třemi různými rozměrovými variantami piezogenerátoru. V práci jsou přesně
specifikovány rozměry, takže je případně možné napodobit autory provedené simulace. V
textu se bohužel vyskytuje několik drobných textových chyb (např. chybně je uvedena
rovnice 10) a vztahy nejsou příliš dobře popsané ani vysvětlené.
Název článku [18] napovídá, že autoři se zabývají modelováním piezoelektrického gene-
rátoru na základě impedančního modelování. Předpokládá se tedy lineární systém a čistě
harmonické buzení. To zjednodušuje samotnou matematickou část problému, ale naopak
snižuje použitelnost takovéhoto modelu při analýze stochastického chování. Důvod, proč
autoři vytvářejí model, je jejich snaha určit maximální možný výkon získatelný z generá-
toru při využití power managementu. Kladně lze ohodnotit snahu autorů zpracovat stejně
detailně model mechanicko-elektrické části (piezogenerátor) a samotné elektroniky (power
management).
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3 ANALÝZA PROBLÉMU A POSTUP PRÁCE
Jak již bylo zmíněno v kapitole 1, analyzovaný generátor je typu vetknutý nosník v bi-
morfní konfiguraci a konkrétně se jedná o výrobek firmy Midé, typ V21BL. Problémem
je tedy získat matematický model nosníku a jeho parametrů. Celé řešení diplomové práce
bylo rozvrženo do následujících etap:
Výběr metody – nejdříve byly některé metody modelování piezoelektrických generátorů
popsané v odborných publikací podrobněji zkoumány. Proběhlo tedy zjednodušené
sestavení daných modelů a poté byla posouzena jejich vhodnost pro řešení zadání
diplomové práce. Byla vybrána metoda modelování pomocí ekvivalentních schémat.
Model materiálu popisuje zejména chování materiálu a jedná se o tzv. konstitutivní
vztahy. Matematický popis piezomateriálu je všeobecně známý a proto bylo s touto
částí spojeno nejméně problémů. Většina parametrů materiálů byla získána na zá-
kladě dostupného katalogového listu k danému zařízení.
Model dynamiky popisuje chování generátoru jako dynamického systému. K vytvoření
modelu bylo využito elektrické analogie (náhradní schéma) – kap. 4.1. Tento postup
byl využit z toho důvodu, že část problému je elektrického charakteru a část mecha-
nického. Převedením mechanické části na elektrickou vznikl obvod, který lze řešit
pomocí tradičních metod elektrotechniky. Tato modelová reprezentace byla řešena s
využitím diferenciálních rovnic, protože takovýto přístup má nejuniverzálnější vyu-
žití a to zejména při analýze stochastických dějů. V bioaplikacích, ke kterým směřuje
i aplikace této DP, se vyskytují výhradně stochastické děje.
Určení parametrů je nedílnou součástí matematického modelování technických sou-
stav. Vzhledem k tomu, že mechanická část obvodu byla převedena na ekvivalentní
elektrický obvod, bylo problematické určení parametrů. Pro tyto účely byly od-
vozeny konstanty, které nám umožnily převádět rovnici mechanického kmitání na
ekvivalentní obvod. Myšlenka je zobrazena na obrázku 3.1. Tímto postupem byly
získány neznámé parametry ekvivalentního obvodu.
Obr. 3.1: Nalezení ekvivalentních parametrů
V části zabývající se určováním parametrů bylo nutné provést několik experimentů,
které nelze jinak zjistit. Část dat z experimentů byla využita na ověření chování mo-
delu a na základě tohoto ověření byly zpětně některé parametry zpřesněny tak, aby
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model podával co možná nejvěrnější obraz své soustavy. U experimentálního mě-
ření bylo zapotřebí zajistit vhodné upevnění generátoru na zdroj vibrací. Za tímto
účelem byl vytvořen přípravek umožňující uchytit různé generátory s odlišnými roz-
měry a typem konektoru. Přípravek by mohl i do budoucna složit pro experimenty
prováděné na UMTMB.
Ověření chování a zhodnocení modelu – bylo provedeno ověření modelu na základě
naměřených vstupně výstupních dat. Porovnán byl také skutečný a teoretický vý-
kon, příkon a účinnost. Následně byl model využit při analýze signálu zrychlení
získaného při rychlé a pomalé chůzi. Na základě těchto informací byly zhodnoceny
možnosti piezoelektrických generátorů jako případný zdroj energie pro biomedicín-
skou aplikaci.
Mofikace modelu pro jiná konstrukční provedení – v poslední části DP byl uveden
příklad modifikace modelu. Modifikace spočívala v úpravě na piezoelektrický gene-
rátor se dvěma stupni volnosti. Od této varianty se očekává případná efektivnější
činnost generátoru na širším rozsahu frekvencí.
Celý postup práce je naznačen v diagramu na obrázku 3.2. Je patrné, že práce měla
iterační charakter a některé kroky bylo nutné provádět opakovaně. To se týká zejména
části, ve které byly hledány správné parametry modelu.
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Obr. 3.2: Průběh a rozvržení práce
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4 STAVOVÝ MODEL NOSNÍKU Z PIEZOELEK-
TRICKÉHO MATERIÁLU PRO 1D ÚLOHU
Pro efektivní návrh generátoru je vhodné dopředu predikovat vlastnosti nového zařízení
bez nutnosti stavění a testování reálných prototypů a tím i zefektivnit vývoj celého zaří-
zení. Při vytváření modelu je výhodné využít model ve stavovém tvaru, protože je snadné
takto definovaný systém simulovat například pomocí programů MATLAB či Octave. Sta-
vový model (v teorii systémů označován jako Linear Time Invariant – lineární a s časem
neměnný) založený na analytických rovnicích má několik výhod a nevýhod.
Výhody:
• analytický model je srozumitelnější a dává přehlednější představu o systému než
model čistě numerický (např. ANSYS), z hlediska vývoje nových zařízení je tak
model mnohem hodnotnější
• model je výpočetně nenáročný
• k simulaci lze využít téměř jakýkoliv simulační software či programovací jazyk
Nevýhody:
• model musí být lineární (nelze aplikovat např. nelineární tlumení), tento problém
lze odstranit přetvořením rovnic do MATLAB Simulink
• model je možné využít pouze pro dané okrajové podmínky a uložení
• je nutné přesně určit koeficienty a konstanty (nutností je verifikace modelu experi-
menty)
• model je omezen na jednoduchou geometrii (prizmatický nosník)
V dalších odstavcích bude tedy odvozen matematický model nosníku z piezoelektric-
kého materiálu, který bude sloužit k dalším simulacím a k podpoře vývoje generátoru.
Znázornění zkoumaného problému je zobrazeno na obrázku 4.1.
Jedná se o vetknutý nosník s volným koncem, na němž je umístěna hmota sloužící
k úpravě vlastních frekvencí tělesa.
4.1 Dynamický popis systému
Na obrázku 4.2 můžete vidět náhradní schéma piezogenerátoru. Levá část reprezentuje
kmitající nosník a jeho součástí je rezistor (reprezentuje tlumení nosníku), cívka (hmot-
nost) a kapacita (tuhost) a zdroj napětí. Jedná se tedy o klasický kmitavý článek – RLC
obvod.
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Obr. 4.1: Schématické znázornění nosníku
Obr. 4.2: Náhradní schéma nosníku z piezo materiálu
Transformátor propojující levou a pravou část představuje přeměnu energie z mecha-
nické na elektrickou. Pravá strana pak obsahuje elektrickou kapacitu, protože piezoelek-
trický materiál o permitivitě 𝜀 spolu s elektrodami vytváří kondenzátor o kapacitě 𝐶𝑏. Na
výstupních svorkách je odebíráno napětí 𝑢.
Pro toto náhradní schéma je pak snadné nalézt diferenciální rovnice, které proble-
matiku popisují. Oba vztahy vychází z Kirchhoffových zákonů. První rovnice popisuje
napěťovou smyčku v levé, mechanické, části obvodu. Stavovou veličinou ale není proud,
nýbrž přetvoření 𝑆1. Důvodem pro toto značení je mimo jiné také to, aby nedocházelo
k záměně s proudem jakožto fyzikální veličinou. Druhá rovnice je důsledkem napěťové
smyčky na výstupní svorce:








kde 𝜎𝑖𝑛 je napětí vzniklé ohybem nosníku, 𝐿𝑚 je ekvivalentní mechanická indukčnost
(reprezentuje hmotnost), 𝑅𝑏 je ekvivalentní mechanický odpor (reprezentuje mechanické
tlumení), 𝐶𝑘 je ekvivalentní kapacita (reprezentuje mechanickou poddajnost), dále 𝑆 ur-
čuje přetvoření, 𝑖 je proud protékající transformátorem, 𝐶𝑏 je elektrická kapacita nosníku,
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𝑛 je převodní charakteristika, která určuje v jakém poměru je přeměňována mechanická
energie na elektrickou a obráceně. Poslední veličina 𝑢 je výstupní napětí. 𝑡 je čas.
Rovnici (4.2) je pro další použití vhodné derivací upravit do tvaru:
𝑖 = 𝑖𝑐 = 𝐶𝑏?˙? (4.3)
V této rovnici je vyjádřený proud 𝑖 bez zapojené zátěže. V případě, že potřebujeme znát
také elektrický výkon, je nutné zapojit spotřebič s odporem 𝑅𝑧. Poté platí:




kde 𝑖𝑟 je proud protékající odporem a 𝑖𝑐 je proud protékající kondenzátorem.
4.2 Statický popis – konstitutivní vztahy
Dále je nutné popsat chování materiálu, který hraje velkou roli v systému. Pro zjedno-
dušení můžeme vztahy (2.1) a (2.2) uvedené v rešerši, zjednodušit na tvar rovnic (4.6)
a (4.7). Zjednodušení spočívá v přepisu rovnic pouze do směrů mechanického namáhání.
Oproti tomu vztahy v maticové podobě – (2.1) a (2.2) – jsou zcela obecné.
𝑆1 = 𝑠𝐸11𝜎1 + 𝑑31𝐸3 (4.6)
𝐷3 = 𝑑31𝜎1 + 𝜀33𝐸3 (4.7)
Při pohledu na obrázek 4.1 je vidět, že přetvoření 𝑆1 (tj. ohyb nosníku) způsobuje
jednak napětí 𝜎1 ve směru 1, ale také intenzitu elektrického pole 𝐸3, která působí ve směru
3. Veličiny 𝜎1 a 𝐸3 jsou „převáděny“ z přetvoření pomocí konstant 𝑠𝐸11 a 𝑑31. Elektrická
indukce𝐷3 se vytváří ve směru 3 (dle rovnice (4.7)). Indukce je způsobována mechanickým
napětím 𝜎1 a intenzitou 𝐸3. Tentokrát je ale přepočet prováděn přes konstanty 𝑑31 u
mechanického napětí a 𝜀33 u intenzity elektrického pole.
4.2.1 Rozbor konstitutivních vztahů
U konstitutivních vztahů je dále důležité pochopit děje, které nastávají při přeměně energie
(z matematického hlediska). Pro tuto části byl obzvláště přínosný článek [8], který uvádí
zajímavý experiment. Z článku pak byly v rámci DP byly vyvozeny závěry a vztahy, které
jsou popsány v následujících odstavcích.
Experiment uvedený v [8] spočívá v aplikování obdélníkových pulzů na elektrody piezo-
keramiky. V obrázku 4.3 je možné vidět pracovní cyklus elementu. Je nutné poznamenat,
že mezi napětím a intenzitou elektrického pole je lineární závislost (odvozeno dále – rovnice
(4.35) až (4.37)).
Z uvedeného platí, že při přechodu ze stavu 1→ 2 se mění napětí, tím se mění i inten-
zita elektrického pole mezi elektrodami generátoru (𝑢 = 𝑓(𝐸3) ) [2], která zároveň mění
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Obr. 4.3: Děje při přeměně energie v piezomateriálu – (a) elektrická doména, (b) me-
chanická doména a děje v nich probíhající. (c) signál intenzity 𝐸, potažmo tvar napětí 𝑈 ,
(d) průběh přetvoření v čase [8]
elektrickou indukci 𝐷3 se směrnicí 𝜀33. Souběžně je ale konstantní přetvoření a proměnné
napětí. Obdobně toto platí i opačným směrem při přechodu 3 → 4. Tyto vlastnosti lze
popsat jako:
1→ 2 ∨ 3→ 4 : d𝑆1d𝑡 = 0 (4.8)
Při přechodu 2 → 3 je neměnné napětí 𝑢 stejně tak, jako intenzita elektrického pole 𝐸3.
Přetvoření a napětí se mění podle Hookova zákona se směrnicí 𝑠𝐸11 a proto platí:
2→ 3 ∨ 4→ 1 : d𝑢d𝑡 = 0⇔
d𝐸
d𝑡 = 0 (4.9)
Tyto podmínky nyní můžeme aplikovat na derivaci konstitutivních vztahů (4.6) a (4.7).
Pro první dva přechody, které neprodukují nebo nespotřebovávají mechanickou práci (u ní
je nutné, aby docházelo ke změně přetvoření) platí:
1→ 2 ∨ 3→ 4 :




?˙?3 = 𝑑31?˙?1 + 𝜀33?˙?3
(4.10)
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a druhé dva děje, které se nepodílí na změně napětí, ale na změně mechanické práce:
2→ 3 ∨ 4→ 1 :
⎧⎨⎩ ?˙?1 = 𝑠𝐸11?˙?1 + 0?˙?3 = 𝑑31?˙?1 + 0 (4.11)
Jakýkoliv děj – například přechod 1→ 3 – lze nahradit ději 1→ 2 a 2→ 3, protože při
integraci rovic (4.10) a (4.11) nezáleží na integrační cestě, ale pouze na počátečním a ko-
nečném stavu. To lze vysvětlit jednoduše tím, že se ve vztazích (4.10) a (4.11) vyskytují
derivace podle času 𝑡. V rovinách zobrazených na obrázku 4.3a) a 4.3b) se ale takováto
proměnná nevyskytuje.
Premisou pro následující odvození tedy je, že jakýkoliv přechod z jednoho stavu do
druhého u piezogenerátoru lze pomyslně rozdělit na dva děje, které probíhají simultánně.
První děj – přijímá nebo odebírá mechanickou práci, jejíž energie se ukládá ve formě
náboje v materiálu
Druhý děj – náboj je „přeměňován“ na napětí, nekoná se mechanická práce
Tyto závěry jsou užity při odvození převodního poměru 𝑛 transformátoru (kapitola
4.3.7) a při vyvození proudu 𝑖 (kapitola 4.3.5).
4.3 Určování parametrů matematického modelu
Bohužel v rovnicích (4.1) a (4.2) se vyskytuje velké množství neznámých, které je nutné
dále určit. Model je tedy nutné převést do prakticky využitelné podoby. Zásadními pracemi
pro další kapitoly jsou články [28, 6] a práce [29, 24, 8].
V následující části se budeme zabývat určováním parametrů systému, tak aby jsme se
co nejvíce přiblížili reálnému tělesu nosníku.
4.3.1 Kvadratický moment průřezu 𝐼








kde 𝑡𝑐 je celková tloušťka nosníku a 𝑥 je vzdálenost od základny (viz obrázek 4.1). Ve











kde 𝜂𝑦 značí poměr modulů pružnosti podložky a piezomateriálu, 𝑡𝑝 je tloušťka vrstvy
piezomateriálu a 𝑡𝑠ℎ je tloušťka podložky (střední části) nosníku. První člen představuje
kvadratický moment piezomateriálu, který je od neutrální osy posunut o 𝑏 (viz obrá-
zek 4.5). Aplikuje se tedy Steinerova věta. Druhý člen je kvadratický moment střední
části nosníku, u kterého jsou zohledněny rozdílné materiály v průřezu.
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4.3.2 Youngův modul 𝑌
Youngův modul lze určit na základě průhybu nosníku při známé zátěži 𝑚 na jeho konci.








kde 𝑌 je Youngův modul pružnosti nosníku1, 𝑧𝑚 je průhyb v místě těžiště zátěže nosníku.
Vyjít lze i z katalogových hodnot modulu pružnosti piezomateriálu, pokud jsou do-
stupné. V takovém případě je nutné myslet na to, že piezomateriál bývá zastoupen
v tloušťce nosníku cca z 50÷ 90%. Ostatní materiály (lepidlo, elektrody, podložka) mají











kde 𝑌𝑝 značí Youngův modul piezomateriálu. Určení tloušťky aktivního piezomateriálu 𝑡𝑝
je součástí dalšího textu – viz kap. 4.3.6.
4.3.3 Parametry piezomateriálu 𝑑31 a 𝜀33
Tyto parametry jsou jen obtížně zjistitelné. Proto je nutné se spolehnout na dokumen-
taci poskytnutou výrobci materiálu. U piezoelektrické konstanty 𝑑31 je nutné zdůraznit,
že do modelu odvozovaného v této kapitole se zadává jeho kladná hodnota navzdory zá-
porné hodnotě udávané v katalogu. Zadáním kladné hodnoty do modelu se systém stává
nestabilní pro určité rozsahy odporu zátěže 𝑅 na výstupní svorce.
4.3.4 Tuhost nosníku 𝑘 a vlastní hmotnosti 𝑚0
Nosník disponuje určitou vlastní hmotností 𝑚0, která tak účinkuje jako seismická hmota
a při buzení vytváří namáhání nosníku. Tuhost 𝑘 a vlastní hmotnost 𝑚0 tohoto nosníku
lze určit na základě závislosti: vlastní frekvence – hmotnost na konci nosníku. Takováto
data jsou dostupná například v katalogu firmy Midé [20] (pro jiný typ by bylo nutné
provést experiment, protože se takováto data běžně v dokumentaci výrobců neuvádějí).
Vyjít lze z rovnice vlastní frekvence volného tlumeného kmitání [19]:
Ω1 =
√︁
Ω20 − 𝛿2 (4.16)
kde Ω1 je vlastní frekvence volného tlumeného kmitání, Ω0 je vlastní frekvence volného
netlumeného kmitání v radiánech a 𝛿 určuje součinitel doznívání.
1Youngův modul je v diplomové práci označen písmenem 𝑌 , což odporuje českým zvyklostem. Značka
𝐸 je již využita pro intenzitu elektrického pole. Podobný problém nastává u přetvoření 𝑆, u něhož značení
koliduje s permitivitou 𝜀.
28
Vzhledem k tomu, že vlastní frekvence nejsou ovlivňovány pouze mechanickými vlast-
















kde 𝑘 označuje tuhost nosníku jako celku (nosník se v podstatě chová jako pružina s tuhostí
𝑘). Odvození tohoto vztahuje je naznačeno v kapitole 4.4.1.
U rovnice (4.17) dále zanedbáme vliv součinitele doznívání, protože tím rovnici velmi







rovno jedné. Z těchto zjednodušení plyne horší přesnost.











kde 𝑚0 je hmotnost nosníku bez seismické zátěže, m je vektorový zápis hmotností - tedy
různé hmosti, které jsou umisťovány jako zátěž na konec nosníku. f určuje vektorový
zápis vlastních frekvencí tlumeného kmitání, kterými kmitá nosník zatížený hmotností.
V katalozích firmy Midé, jejíž výrobky jsou použity na experimenty v této práci, jsou



































To lze pro přehlednost přepsat na tvar:
Ax = y (4.21)
Pro optimální lineární řešení lze užít například nejmenší čtverce [22]:
x = (ATA)−1ATy (4.22)
Řešením získáme hodnoty tuhosti a základní hmotnosti nosníku 𝑚0. Je nutné zdůraznit,
že při silné nelinearitě tuhosti 𝑘 může být takové řešení značně nepřesné.
Při aplikaci dat z tabulky 4.1 (katalog Midé [20]) můžeme porovnat křivku určenou na
základě vypočítaných parametrů (viz obrázek 4.4). Jak klesá hmotnost přídavné zátěže
𝑚𝑧, projevuje se více vliv zanedbaného tlumení 𝑏.
Výsledná hmotnost, která je umístěna na konci nosníku je dána součtem vlastní hmot-
nosti 𝑚0 a hmotnosti zátěže 𝑚𝑧:
𝑚 = 𝑚0 +𝑚𝑧 (4.23)
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Tab. 4.1: Závislost 𝑓0-𝑚𝑧 pro V21BL [20]





Obr. 4.4: Porovnání závislosti zátěž-frekvence (pro Midé V21BL)
4.3.5 Proud 𝑖
Proud 𝑖 vznikající v transformátoru (imaginárním, modelovém transformátoru) můžeme
určit z elektrického náboje 𝑄 [30]:
𝑖 = d𝑄d𝑡 (4.24)
V této rovnici je neznámou velikost indukovaného náboje 𝑄. Velikost náboje lze formálně
odvodit pomocí Gauss-Ostrogradského věty [36] aplikované na třetím Maxwellovu zákonu.
Ta převádí křivkový integrál na integraci přes objem materiálu. Operátor ∇ zde předsta-
vuje gradient – vektor parciálních derivací v jednotlivých směrech materiálu. Vektor D
je při daném namáhání nenulový pouze ve směru „3“. Tento směr je charakterizován
















d𝑆 = 𝐷3𝑆𝑒 (4.25)
kde 𝐷3 je elektrická indukce ve směru 3, 𝑙𝑒 je vzdálenost konce elektrody od vetknutí, 𝑙0 je
vzdálenost elektrody k vetknutí nosníku a 𝑉 je objem materiálu. Zde je ovšem neznámou
𝐷3, kterou lze určit na základě předpokladů, které jsou popsány v rovnici (4.10):
?˙?3 = 𝑑31𝑌 𝑆1 (4.26)
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Integrací s nulovými počátečními podmínkami přejde rovnice do tvaru:
𝐷3 = 𝑑31𝑌 𝑆1 (4.27)
Dosazení (4.25) a (4.27) do rovnice pro proud (4.24) se zahrnutím vlivu zapojení vodičů
piezogenerátoru získáme:
𝑖 = 𝑎d(𝑑31𝑌 𝑆1𝑆𝑒)d𝑡 = 𝑎𝑑31𝑌 𝑆𝑒𝑆1 = 𝑎𝑑31𝑌 𝑤(𝑙𝑒 − 𝑙0)𝑆1 (4.28)
přičemž 𝑤 označuje šířku nosníku, 𝑆𝑒 je plocha elektrody, 𝑎 zohledňuje zapojení „svorek“
– čím více plátků elektrod, tím více proudu je vytvořeno.
4.3.6 Tloušťka plátku piezoelektrického materiálu 𝑡𝑝, kapacita
piezogenerátoru 𝐶𝑏
V kapitole 2.3 a na obrázku 4.5 je popsána konstrukce nosníku. U komerčně zakoupených
generátorů není možné přímo změřit tloušťku piezoelektrického materiálu a tato informace
není často ani dostupná v dokumentaci. Jednou z možností, jak tuto hodnotu změřit
experimentálně je určit elektrickou kapacitu nosníku. U firmy Midé jsou tyto informace
o kapacitě napsané v dokumentaci u jednotlivých modelů generátorů.
Pro odvození vztahu pro určení tloušťky piezomateriálu 𝑡𝑝 musíme nejdříve najít vztah
pro určení elektrické kapacity generátoru. Obecně lze kapacitu (deskového kondenzátoru)
zapsat pomocí rovnice [30]:
𝐶𝑏 = 𝜀 · 𝑆𝑒
𝑑
(4.29)
kde 𝜀 je absolutní permitivita. Pro elektrody umístěné rovnoběžně s nosníkem je nutné
využít směr „33“ – tj. permitivitu 𝜀33. Pro náš konkrétní případ je rovnice ve tvaru [28]:






Zde parametr 𝑎 v podobě (𝑎22 ) opět zohledňuje zapojení
2. Rovnice (4.30) představuje
elektrickou kapacitu piezogenerátoru a bude využívána dále při stavbě modelu generátoru.
Vztah mezi relativní a absolutní permitivitou je následující:
𝜀33 = 𝜀0𝜀𝑟33 ≈ 8,854 · 10−12 · 𝜀𝑟33 (4.31)
kde 𝜀0 je permitivita vakua a 𝜀𝑟33 je relativní permitivita materiálu ve směrech 3-3.
Pro výpočet tloušťky aktivní části nosníku 𝑡𝑝 vyjádříme neznámou z rovnice (4.30):






Samozřejmostí pro tento výpočet je známá hodnota 𝜀33, která je velmi obtížně měřitelná.
2Připomeňme výpočet kapacity u paralelního nebo sériového řazených kondenzátorů – u sériového
zapojení je výsledná kapacita 𝐶𝑣 = 1𝐶 , přičemž při paralelním zapojení je výsledná kapacita 𝐶𝑣 = 2𝐶
[30]. Právě tento fakt zohledňuje vztah 𝑎22 v rovnici (4.30).
31
4.3.7 Převodní poměr 𝑛
Pro určení převodního poměru bylo vycházeno ze závěrů shrnutých do rovnic (4.10) z
nichž první vyjadřuje vztah mezi intenzitou 𝐸3 a napětím 𝜎1:
?˙?1 = −𝑑31𝑌 ?˙?3 (4.33)
Po integraci s nulovými počátečními podmínkami:
𝜎1 = −𝑑31𝑌 𝐸3 (4.34)


















kde 𝑎 je typ zapojení vývodů nosníku z piezomateriálu. U generátoru jsou totiž dvě vrstvy
piezomateriálu – horní a spodní (u standardní bimorfní konstrukce). Proto zapojení jed-
notlivých svorek ovlivňuje některé parametry v modelu prezentovaném v této práci. 𝑎 = 1
pro sériové zapojení a 𝑎 = 2 pro zapojení paralelní. 𝑙 značí vzdálenost elektrod a zároveň
odpovídá rozměru 𝑡𝑝. Dosazením (4.37) do (4.34) pak vzniká výsledný vztah:
𝜎1 = −𝑎𝑑31𝑌2𝑡𝑝 𝑢 = −𝑛𝑢 (4.38)
Převodní poměr 𝑛 je tedy poměr mezi elektrickým napětím 𝑢 a mechanickým napětím




4.3.8 Ekvivalentní indukčnost 𝐿𝑚, odpor 𝑅𝑏, napětí 𝜎𝑖𝑛 a kapa-
cita 𝐶𝑘
Rovnice (4.1) představuje imaginární obvod, který reprezentuje kmitání s jedním stupněm
volnosti. Skutečné mechanické kmitání hmotnosti 𝑚 na ideálně nehmotném nosníku je ale
ve skutečnosti popsáno rovnicí mechanického kmitání (4.41). Pro porovnání jsou rovnice
napsány pod sebou:




𝐹𝑖𝑛 = 𝑚𝑧 + 𝑏𝑚?˙? + 𝑘𝑧 + 𝑃 (4.41)
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𝑚 značí hmotnost seismické hmoty, 𝑏𝑚 určuje součinitel mechanického tlumení, 𝑘 je tuhost
pružiny/nosníku a 𝑧 je výchylka konce nosníku. Člen 𝑛𝑢 lze zatím, pro účely odvození,
zanedbat (v rovnici 4.41 nahrazeno silou 𝑃 ).
Nyní se budeme snažit rovnici (4.41) převést na rovnici (4.40) pomocí fyzikálních zá-
konitostí. Rovnice (4.41) pracuje se silami a výchylkou, vztah (4.40) pojednává o napětích
a přetvoření. Proto bude nutné vyvodit vztahy síla-napětím a posuv-přetvoření. Po apli-
kace těchto vztahů bude následně možné rovnice (4.40) a (4.41) ztotožnit a určit tak
požadované parametry 𝐿𝑚, 𝑅𝑏 a 𝜎𝑖𝑛.
Vztah mezi sílou a mechanickým napětím
Síla, která působí na nosník, způsobuje napětí v nosníku. Toto napětí se pak podílí na




kde 𝑏 je vzdálenost od středu ohybové čáry ke středu vrsvy piezomateriálu nosníku v ose
kolmé k ose ohybu (vzdálenost je vyznačena na obrázku). Určení této konstanty bez přesné
konstrukce generátoru je poměrně komplikováná. 𝐼 je kvadratický moment průřezu.
Obr. 4.5: Napětí v průřezu nosníku – 𝑡𝑠ℎ je tloušťka nosné vrstvy, 𝑡𝑝 tloušťka piezovstvy
a 𝑡𝑐 je celková tloušťka.
Moment se určí jako součin vzdálenosti od vetknutí těžišti zátěže na konci nosníku.




𝑙𝑏 − 𝑙𝑚2 − 𝑥
)︃
(4.43)
kde 𝑙𝑏 je délka nosníku po zátěž, 𝑙𝑚 je délka seismické hmoty nosníku a proměnná 𝑥
označuje vzdálenost od základny (viz obrázek 4.1).
U generovaného napětí nás nezajímá hodnota v konkrétním místě, ale je nutné uva-
žovat průměrnou hodnotu z celého nosníku – tento průměr je proveden integrací napětí
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poděleným délkou aktivní části nosníku (aktivní část je část obsahují piezoelektrický ma-






















=𝐹𝑏 · (𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚 − 𝑙𝑒)2𝑙𝑒𝐼
Rovnice vyjadřující vztah mezi sílou a napětí je tedy:




· (𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚 − 𝑙𝑒)
Konstanta 𝑘1 označuje převod mezi napětím 𝜎 a silou 𝐹 aplikovanou na konec nosníku.
Pokud piezoelektrický materiál začíná hned v místě vetknutí (což je z hlediska generova-
ného výkonu výhodné), pak se člen 𝑘1 zjednoduší na:
𝑘1 =
𝑏
2𝐼 · (2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚 − 𝑙𝑒) (4.46)
Vztah mezi výchylkou a přetvořením
Druhým problémem je výchylka 𝑧, kterou potřebujeme převést na přetvoření 𝑆. Pro určení















Tento tvar již vyjadřuje závislost mezi přetvořením 𝑆 a výchylkou 𝑧. Rovnici ale musíme
dále upravit do prakticky použitelné podoby. Nejprve dosadíme za vnitřní moment 𝑀 =
















Vzhledem k tomu, že d𝑧d𝑥 vyjadřuje natočení nosníku (viz [12]), které je ve vetknutí nulové
(tj. pro 𝑥 = 0 je d𝑧d𝑥 = 0), pak lze dosazením této okrajové podmínky do rovnice (4.49)






= 0⇒ 𝐶1 = 0 (4.50)
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Posuv ve vetknutí je opět nulový a proto lze obdobným způsobem určit integrační kon-
stantu 𝐶2:
𝑧|𝑥=0 = 0⇒ 𝐶2 = 0 (4.52)
Následně vytkneme 𝑥2 a převedeme člen v závorce na společného jmenovatele. Zajímá
nás výchylka v těžišti hmotnosti 𝑚, kterou jsme zatížili nosník, a proto za 𝑥, což je













Po roznásobení vnitřní závorky a několika algebraických úpravách přejde rovnice do kom-
paktnějšího tvaru:
𝑧 = 𝐹𝑆 (2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚)
3
24𝜎𝐼 (4.54)
Problematickými neznámými v této rovnici jsou napětí 𝜎 a síla 𝐹 . Proto dosadíme vztah
odvozený předchozí podkapitole, který převádí sílu na napětí – rovnici (4.45). Odstraníme
tak napětí a pokrátíme sílu 𝐹 a kvadratický moment průřezu 𝐼:
𝑧 = 𝑆 · 𝑙𝑒 (2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚)
3
12𝑏(𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑒 − 𝑙𝑚) (4.55)
Výsledný vztah má tvar:
𝑧 = 𝑆𝑘2 (4.56)
kde 𝑘2 =
𝑙𝑒 (2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚)3
12𝑏(𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑒 − 𝑙𝑚)
Při 𝑙0 = 0 se 𝑘2 zjednoduší na:
𝑘2 =
(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚)3
12𝑏(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑒 − 𝑙𝑚)
Konstanta 𝑘2 označuje převodní poměr mezi výchylkou 𝑧 a přetvořením 𝑆. Také ale
pro derivace platí:
?˙? = 𝑘2?˙? (4.57)
𝑧 = 𝑘2𝑆 (4.58)
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Určení 𝐿𝑚, 𝑅𝑏 a 𝜎𝑖𝑛
Nyní máme určené převodní konstanty, které nám umožňují převádět sílu na napětí v nos-
níku (𝑘1) a převádět výchylku konce nosníku na přetvoření nosníku (𝑘2). Vezmeme tedy
diferenciální rovnici kmitání (4.41) u které jsou reálné mechanické parametry jako tlumení
𝑏𝑚, tuhost 𝑘 a hmotnost 𝑚. Tuto rovnici převedeme pomocí konstant 𝑘1 a 𝑘2 na rovnici
ekvivalentního obvodu. Celou rovnici kmitání vynásobíme nejdříve konstantou 𝑘1, čímž
převedeme silovou rovnici na napěťovou:
𝐹𝑖𝑛𝑘1 = 𝑚𝑘1𝑧 + 𝑏𝑚𝑘1?˙? + 𝑘𝑘1𝑧 + 𝑘1𝑃⏟ ⏞ 
𝑛𝑢
(4.59)
Nyní výchylku 𝑧 převedeme na přetvoření 𝑆 pomocí substituce ze vztahu (4.56):
𝐹𝑖𝑛𝑘1 = 𝑚𝑘1𝑘2𝑆 + 𝑏𝑚𝑘1𝑘2?˙? + 𝑘𝑘1𝑘2⏟  ⏞  
𝑌
𝑆 + 𝑛𝑢 (4.60)
Podíváme-li se na rozměry členu 𝑘𝑘1𝑘2 (kde 𝑘 označuje tuhost materiálu – viz kapitola
4.3.4), zjistíme, že má stejný rozměr jako modul pružnosti materiálu a proto tuto část
můžeme nahradit Youngovým modulem 𝑌 . Formálněji lze tuto substituci ukázat integrací
vztahu (4.11) s nulovými počátečními podmínkami. Po úpravě zjistíme, že napětí 𝜎1 =
𝑌 𝑆1. Členy je tedy 𝑌 𝑆1 a 𝑘𝑘1𝑘2𝑆1 jsou tedy ekvivalentní.
Pro sílu 𝐹𝑖𝑛 lze z Newtonova zákona psát:
𝐹𝑖𝑛 = 𝑚𝑦 (4.61)
kde 𝑦 je vstupní zrychlení.
Výsledná rovnice vypadá následovně:
𝐹𝑖𝑛⏞ ⏟ 
𝑚𝑦 𝑘1⏟  ⏞  
𝜎𝑖𝑛
= 𝑚𝑘1𝑘2⏟  ⏞  
𝐿𝑚
𝑆1 + 𝑏𝑚𝑘1𝑘2⏟  ⏞  
𝑅𝑏
?˙?1 + 𝑌⏟ ⏞ 
1
𝐶𝑘
𝑆1 + 𝑛𝑢 (4.62)
Vidíme, že rovnice (4.41) přešla na ekvivalentní rovnici obvodu (4.40). Tímto jsme ele-











V rovnicích je další neznámou součinitel tlumení 𝑏𝑚, který bude určen v další podkapitole.
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4.3.9 Určení tlumení 𝑏𝑚 z experimentu
Pro jeho zjištění byla využita experimentálně naměřená data, z nichž byly v časové ob-
lasti odečteny dvě po sobě jdoucí hodnoty amplitudy. Z těchto dat pak byl vypočítán









kde 𝑔𝑛 je velikost amplitudy „n“, 𝑔𝑛+1 je velikost amplitudy „n+1“, 𝑏𝑝 je poměrný útlum.
Vypočítáním logaritmického dekrementu 𝜗 lze dojít k poměrnému útlumu:




𝜗2 + 4𝜋2 (4.69)





Porovnáním rovnic (4.69) a (4.70) získáme velikost mechanického tlumení:
𝑏𝑚 = 2Ω0𝑚𝑏𝑝 = 4𝜋𝑓0𝑚
√︃
𝜗2
𝜗2 + 4𝜋2 (4.71)
kde 𝑓0 je vlastní frekvence v hertzích, která byla určena z FFT z experimentálních dat
(odezva na skok).
4.4 Výsledný model systému
Výsledný matematický model vzniká substitucí parametrů určených v rovnicích (4.62),
(4.38), (4.28) a (4.30) do rovnic (4.1) a (4.5).




𝑅𝑧𝜀33𝑎2𝑤(𝑙𝑒 − 𝑙0)𝑢 (4.73)
Zápis systému ve stavovém prostoru má obecně následující tvar [4]:
x˙ = Ax +Bu (4.74)
y˙ = Cx +Du (4.75)
kde A je matice vnitřních vazeb a reprezentuje vlastní chování systému, B je matice
vazeb systému na vstup, C je matice vazeb výstupu, D je matice přímých vazeb vstupu
na výstup, x značí stavový vektor a u určuje vektor vstupů.
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a doplněním soustavy rovnic o rov-
































V tomto tvaru je vstupem do systému zrychlení 𝑦.
K dostatečně přesné určení chování modelu je tedy nutné znát minimálně:
• Vlastní frekvence – a to dostatečně přesně (reálné hodnoty se mohou lišit od katalo-
gových – např. vlivem upnutí, výrobních nepřesností a odchylkami od katalogových
hodnot)
• Kapacitu nosníku – popřípadě tloušťku vrstev piezomateriálu
• Vlastnosti materiálu – piezoelektrickou konstantu 𝑑31 a relativní permeabilitu 𝜀33
• Rozměry nosníku a jeho konstrukci, v ideálním případě i rozměry v řezu nosníku –
tedy rozměry jednotlivých vrstev
• Je vhodné znát nebo změřit charakteristiku 𝑚 - 𝑓0 případně 𝑃𝑒 - 𝑅𝑧
4.4.1 Nalezení vztahu pro vlastní frekvence
Vztahu je věnováno místo v DP, protože se běžně v literatuře neuvádí. Pro nalezení vlastní
frekvence řešíme problém vlastních hodnot matice [19] modelu A se zanedbáním odporu
𝑅:
det(A− 𝜆I) = 0 (4.77)
kde I je jednotková matice stejného řádu jako matice A. Řešením tohoto problému se
dostáváme k charakteristické rovnici v podobě:


















⏟  ⏞  
𝛾
= 0 (4.78)
Po vytknutí 𝜆 rovnice řešíme jako klasickou kvadratickou rovnici s řešením ve tvaru:
𝜆1,2 =
𝛽 ±√𝛽2 − 4𝛼𝛾
2𝛼 (4.79)
Z řešení nás zajímá pouze část, která vytváří komplexní složku, protože ta udává hodnotu
vlastní frekvence:
























Z principu věci je číslo pod odmocninou záporné. Pro získání Ω1 ∈ R vynásobíme ar-


























Ω20 − 𝛿2 (4.82)
Člen 𝑌 𝑑31/𝜀33 je současně kvadrát coupling faktoru 𝑘31 [1].
4.5 Simulace modelu a optimalizace parametrů v Si-
mulinku
Z rovnic (4.72) a (4.73) lze jednoduše vytvořit model v programu Simulink. Jedná se
o grafickou podobu rovnic. Simulink byl použit proto, aby mohli být využity jeho, v jedné
z nástaveb implementované, algoritmy pro určování parametrů. Těmito nástroji lze do-
sáhnout drobného zpřesnění vypočítaných parametrů. Model je vidět na obrázku 4.6.
Obr. 4.6: Model v programu Simulink – na obrázku je grafická reprezentace rovnic, které
byly odvozeny v předchozím textu. Zelenou barvou jsou označeny mechanické parametry,
červeně elektromechanické prvky, modře buzení a šedě ostatní bloky
Jako nejperspektivnější se z hlediska hledání parametrů jevilo nastavení metody Pat-
tern search s algoritmem Active-set a vyhledávací funkcí Positive basis 2N. Jako hodnotící
funkce postačovala střední kvadratická odchylka3.
3V Matlabu označována zkratkou SSE. Určení probíhá na základě vzorce: 𝐹 (𝑥) =
∑︀𝑛
𝑖=1 𝑒(𝑥)2, kde 𝑒
je odchylka mezi žádanou a simulovanou hodnotou, 𝑥 zde značí proměnnou hodnotu.
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Hledat optimálních parametrů lze pouze na základě kvalitního odhadu parametrů urče-
ných v předchozích kapitolách. Při nekvalitním počátečním odhadu není žádný dostupný
algoritmus schopný najít optimální řešení v důsledku velkého počtu hledaných konstant.
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5 EXPERIMENTÁLNÍ URČENÍ PARAMETRŮ
A OVĚŘENÍ MODELU
V následující kapitole jsou popsány provedené experimenty, které byly zapotřebí k určení
parametrů a pro verifikaci modelu.
5.1 Popis experimentu
Popsané experimenty byly provedeny na výrobcích firmy Midé, která je výrobcem kom-
pletních řešení pro energu harvesting. Seznam dalších výrobců je uveden v příloze A. Do
experimentu byl zařazen model V21BL. Část experimentů bylo provedeno i na modelu
V25W. Z důvodu přehlednosti a omezeného rozsahu diplomové práce jsou zahrnuty pouze
výsledky pro model V21BL.
Pro experimentální měření dat byl navržen přípravek, který umožňuje jednoduché
upnutí několika různých typů piezogenerátorů od firmy MIDÉ. Celý přípravek je tvořen
pěti díly. Prvním je plech, který obsahuje závity pro zašroubování dorazu generátoru.
Doraz je v přípravku umístěn z důvodu bezpečnosti. Při příliš velkém buzení by mohlo
dojít k poškození křehkého generátoru. Otvorů pro doraz (šroub M4) je několik a jsou
umístěny tak, aby vyhovovaly různým rozměrům generátoru. Na plech je umístěna vyfré-
zovaná kostka sloužící k uchycení svorky a generátoru. Svorka má několik otvorů, protože
generátory mají různé šířky. Lze tak zvolit vhodný závit pro danou velikost piezogene-
rátoru. Tvar kostky je zvolen tak, aby byla co nejjednodušší výroba na frézce (zejména
zvolená zaoblení). Přípravek obsahuje dostatek prostoru na svorky, kterými lze zařízení
uchytit např. k vibračnímu zařízení. Součástí elektronické přílohy je kompletní výkresová
dokumentace přípravku. Zobrazení sestavy je na 5.1.
Obr. 5.1: Přípravek na uchycení generátoru – (1) plech, (2) podložka, (3) kostka, (4)
svorka, (5) doraz
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Při experimentech byl tento přípravek umístěn na nosník, který byl buzen obdélní-
kovými pulzy s frekvencí cca 33 𝐻𝑧 pomocí elektromagnetu. Zařízení vytvářelo náhradu
za harmonické buzení, protože momentálně není na ústavu dostupný žádný mechanický
oscilátor, který by umožňoval čistě harmonické buzení.
Velikost zrychlení v místě upnutí generátoru byla měřena akcelerometrem. Ke snímání
napětí byla využita karta od firmy National Instrument. Měření u prvního experimentu
probíhalo naprázdno. Karta měla saturační napětí ±5 𝑉 , proto jsem se v experimentu
vyhnuli rezonančním frekvencím. V rezonanci generátor produkuje napětí vysoce přesa-
hující možnosti karty. Měření je zobrazeno na obrázku 5.2. Na obrázku je v přípravku
umístěno zařízení Midé V25W. Měření ale probíhalo i na V21BL.
Obr. 5.2: Zapojení měřící soustavy při prvním experimentu (na obrázku generátor Midé
V25W)
V průběhu zpracovávání DP se ukázalo jako vhodné měřit také účinnost generátoru
a rychlost konce nosníku. Proto byl experiment opakován. Došlo k úpravě přípravku tak,
aby bylo možné připevnit siloměr mezi přípravek a piezogenerátor. Rychlost konce nosníku
měřil bezdrátový vibrometr a to konkrétně v místě nalepeného závaží z olova. Na svorky
byla zapojena odporová kaskáda, kterou byl měněn odpor zátěže. Tento postup umožňuje
nalezení optimálního odporu generátoru. Snímek z druhého experimentu je ukázán na
obrázku 5.3. Většina dále využívaných dat pochází právě z druhého měření.
5.2 Stanovení tlumení na základě experimentu
Na základě kapitoly 4.3.9 byla pro model určena hodnota součinitele mechanického tlu-
mení 𝑏𝑚 z logaritmického dekrementu 𝜗. Určení proběhlo s využitím naměřené rychlostní
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Obr. 5.3: Zapojení měřící soustavy při druhém experimentu
odezvy po „brnknutí“ do nosníku. Generátor byl zapojen na odpor 990 𝑘Ω, což je hod-
nota téměř ekvivalentní chodu s rozpojenými svorkami. Právě při fungování generátoru
s rozpojenými svorkami je eliminován elektrický součinitel tlumení 𝑏𝑒, což je tlumení způ-
sobené elektrickou vazbou. Pro výpočet logaritmického dekrementu (dle rovnice (4.67)) je
nutné odměřit dvě po sobě jdoucí velikosti amplitud. Toto měření proběhlo na více mís-
tech průběhu a z výsledků byl vypočítán průměr – viz tabulka 5.1. Tlumení generátoru
není zcela lineární a proto logaritmický dekrement s časem klesá na zhruba polovinu své
počáteční hodnoty. Ze stejného důvodu mají hodnoty v tabulce 5.1 velkou směrodatnou
odchylku 0,04. Pro využití v lineárním modelu je nejoptimálnější průměrná hodnota.
Tab. 5.1: Logaritmický dekrement
Měření č. 𝑔𝑛 [𝑚𝑠−1] 𝑔𝑛+1 [𝑚𝑠−1] 𝜗 [-]
1 -0,11290 -0,10240 0,097616
2 0,09378 0,08796 0,064283
3 -0,05746 -0,05485 0,046487
4 0,02969 0,02832 0,047242
5 -0,02315 -0,02391 0,032302
6 0,01774 0,01709 0,037328
průměrná hodnota 0,04
Odměřené hodnoty jsou také zobrazeny na obrázku 5.4. V grafu je vidět, že hod-
noty byly rovnoměrně odměřeny v celém průběhu děje. Výsledné tlumení bylo určeno na
základě rovnice (4.71) jako 𝑏𝑚 = 0,0158 𝑁𝑠𝑚−1.
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Obr. 5.4: Odměřování hodnot pro logaritmický dekrement útlumu
5.3 Parametry a charakteristika modelu
V tabulce 5.2 jsou uvedeny zadané hodnoty a je uveden způsob jejich získání. Všechny tyto
parametry byly vloženy do modelu popsaného rovnicí (4.76). Rovnice je také vytvořena
pomocí Matlab Simulink – viz obrázek 4.6. Výhodou reprezentace v MATLAB Simulink je
možnost jednoduše aplikovat nelineární parametry – například tlumení. Další možností je
model reprezentovat v nějakém ze simulačních programů pro elektrické obvody (například
SimElectronics). V tomto jednoduchém případě to ale není zapotřebí.
Tab. 5.2: Parametry modelu
Název Označení Hodnota (V21BL) Zdroj
Vlastní hmotnost 𝑚0 1,1 𝑔 výpočet, experiment
Délka zátěžné hmoty 𝑙𝑚 8 𝑚𝑚 změřeno
Délka nosníku 𝑙𝑏 55,4 𝑚𝑚 dokumentace
Délka elektrody 𝑙𝑒 35,6 𝑚𝑚 dokumentace
Šířka elektrody 𝑙𝑤 14,5 𝑚𝑚 dokumentace
Tloušťka piezo vrstvy 𝑡𝑝 3,031 · 10−4 𝑚 výpočet
Nulová čára - střed piezo vstvy 𝑏 1,3642 · 10−4 𝑚 výpočet
Moment setrvačnosti 𝐼 2,311 · 10−13 𝑚4 výpočet
Převodní konstanta 𝐹 ↔ 𝜎 𝑘1 1,954 · 107 𝑚−2 výpočet
Převodní konstanta 𝑆 ↔ 𝑧 𝑘2 9,724 𝑚 výpočet
Mechanické tlumení 𝑏𝑚 0,0157 𝑁𝑠𝑚−1 výpočet, experiment
Youngův modul 𝑌 4,695 · 1010 𝑃𝑎 dokumentace
Kapacita (celého generátoru) 𝐶𝑏 5,200 · 10−8 𝐹 dokumentace
Tuhost nostníku 𝑘 247 𝑁𝑚−1 výpočet
Relativní permeabilita 𝜀𝑟33 1730 dokumentace
Typ zapojení generátoru 𝑎 2 dle zapojení vodičů
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Po zadání parametrů si můžeme prohlédnout amplitudo-frekvenční diagram na ob-
rázku 5.5 a to pro různé hodnoty odporů. Model prokázal, že odpor působí obdobně jako
mechanické tlumení. Tudíž jeho zvětšováním mírně roste vlastní frekvence, zužuje a zvy-
šuje se rezonanční pásmo. Nižší hodnota odporu, respektive vyšší hodnota elektrického
tlumení 𝑏𝑒 tedy poskytuje širší rezonanční pásmo, ale na druhou stranu se maximální
výkon snižuje.
Obr. 5.5: Amplitudo-frekvenční diagram pro Midé V21BL
5.4 Odezva na skok
Model z kapitoly 4.4 byl vytvořen také v programu MATLAB Simulink a po zadání
parametrů byla testována shodnost modelu s naměřenými daty pro odezvu na skok (viz
obrázek 5.6). V grafu jsou naměřené hodnoty ovlivněny saturací měřícího přístroje (±5𝑉 ).
U odezvy na skok je nastavena počáteční podmínka v integrátoru v modelu Simulink
(obr. 4.6). Velikost počáteční odchylky byla nastavena na 0,75 𝑚𝑚. Tato hodnota byla
naměřena při experimentu a je to vzdálenost mezi koncem nosníku a dorazem přípravku.





𝑏(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚 − 𝑙𝑒) (5.1)
Velikost počátečního přetvoření se nastavuje v integrátoru 𝑑𝑆 → 𝑆 v modelu na
obrázku 4.6. Podobný postup byl aplikován i pro chod naprázdno (rozpojené svorky). Zde
se projevila veliká závislost výstupu na vnitřním odporu 𝑅𝑖 piezogenerátoru.
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Obr. 5.6: Odezva na skok pro V21BL (𝑅𝑧 = 990 𝑘Ω)
Z porovnávaných dat je patrné, že matematický model sice zcela přesně nekopíruje
křivky experimentu, ale poskytuje z inženýrského hlediska dostatečně přesné informace
o daném systému. Nepřesnosti mohou být způsobeny ať už samotnými parametry nebo
nelinearitou reálného tělesa (zejména nelinearitou tlumení a tuhosti).
Na obrázku 5.7 jsou potom porovnávány data ve frekvenční oblasti. U grafu je nutné
zdůraznit, že průběh experimentálních dat je ovlivněn saturací měřícího přístroje. Mě-
řící karta byla schopna snímat napětí v mezích ±5 𝑉 a tudíž počátek dat není zcela
zaznamenán, což vede k ovlivnění dat ve frekvenčním spektru. Účelem grafu je ale podat
informační hodnotu týkající se vlastních frekvencí.
Obr. 5.7: Porovnání modelu s měřením (odezva na skok) pro V21BL
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5.5 Rychlost konce nosníku
Porovnán nebyl pouze napěťový výstup, ale také rychlost konce nosníku. Jak již bylo
popsáno výše, rychlost byla snímána bezdrátovým laserovým vibrometrem v místě nale-
pené zátěže na konci nosníku. Tato hodnota byla poté odměřena z modelu v Simulink.
Výsledky jsou opět na obrázku 5.8. Výsledný simulovaný průběh rychlosti věrně kopíruje
data získaná experimentem.
Obr. 5.8: Porovnání rychlosti simulace a experimentu – (a) Celý průběh, (b) Detail
průběhu
5.6 Periodické buzení
Model byl zhodnocen také na základě periodického buzení pomocí pulzů. Vzhledem k vel-
kému počtu mechanických prvků v měřícím řetězci (viz obrázek 5.2 a 5.3) a díky přítom-
nosti elektromagnetu, je generátor buzen více, než pouze jednou frekvencí.
Vstupní data jsou zobrazeny na obrázku 5.9. Je vidět, že na hlavní frekvenci 33 𝐻𝑧
jsou nesuperponovány vyšší frekvence. Tyto frekvence ale také ovlivňují výstupní napětí
ze simulace. Proto se obecně liší výstup pro naměřená data a pro čistě harmonický signál
(𝑦 = 𝐴 sinΩ𝑡). Z tohoto důvodu byla do modelu pouštěna experimentální data.
Výstup z modelu a jeho porovnání s experimentálními daty jsou na obrázku 5.10.
Hodnoty dosahují dobré shody a chyba se pobybuje okolo 10%.
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Obr. 5.9: Naměřené vstupní zrychlení
Obr. 5.10: Výstupní napětí (V21BL)
5.7 Výpočet výkonu, práce a účinnost
Přes model v Matlab Simulink (viz 4.6) je počítán výkon a práce generovaná zařízením
jako součin proudu a napětí na zátěži.








Proud protékající odporem je tvořen rozdílem celkového proudu 𝑖 a proudu protékají-
cího kapacitou 𝐶𝑏. Vnitřní ztráty jsou zanedbatelné.
𝑖𝑟 = 𝑖− 𝐶𝑏d𝑢d𝑡 (5.4)
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Tyto údaje lze porovnávat s hodnotami udávanými výrobcem piezogenerátoru, firmou
Midé, v dostupném katalogu [20]. Pro výpočet účinnosti bylo nejdříve nutné stanovit do-
dávaný mechanický výkon do zařízení. Pro tyto účely bylo provedeno uvolnění hmotnosti
rámu dle obrázku 5.11.
Obr. 5.11: Určení mechanického výkonu
Na rám působí síly od tuhosti 𝐹𝑘 a tlumení nosníku 𝐹𝑏𝑚+𝑏𝑒. Tlumení má svoji me-
chanickou část danou součinitelem tlumení 𝑏𝑚 a část elektrickou 𝑏𝑒. Z tohoto uvolnění je
možné sestavit rovnici:
𝐹 = 𝑚2𝑦 + 𝐹𝑘 + 𝐹𝑏𝑚+𝑏𝑒 (5.6)
V modelu nejsou síly 𝐹𝑘 a 𝐹𝑏𝑚+𝑏𝑒 přímo měřitelné, nicméně je lze získat s pomocí pře-
vodních konstant (kap. 4.3.8, str. 32) a napětí změřených na odporu a cívce v náhradním
schématu (viz obr. 4.2). Po úpravě:






Síla 𝐹 je tedy síla, která je nutná k vygenerování kmitání se zrychlením 𝑦. Na základě








Výsledná účinnost 𝜂 je získána jako podíl efektivní hodnoty elektrického výkonu 𝑃𝑒,ef a





Uvedený postup lze použít pro hledání průběhu výkonu a účinnosti v závislosti na
velikosti odporu𝑅𝑧. Tyto závislosti jsou vykresleny obrázku 5.12. V tomto grafu se ukazuje
zajímavý jev, kdy maximum výkonu 𝑃max není shodné s maximem účinnosti 𝜂max.
Obr. 5.12: Porovnání výkonu 𝑃 a účinnosti 𝜂 v závislosti na velikosti odporu zátěže 𝑅𝑧
(simulováno s harmonickým signálem s amplitudou 1 𝑔)
Další obrázek 5.13 porovnává získaná napětí, přičemž chyba se pohybuje do 10 %.
Bohužel i takto malá chyba vede poměrně velké odchylce při porovnávání výkonů na
obrázku 5.14, protože elektrický výkon je uvažován podle zjednodušeného vztahu 𝑃𝑒 =
𝑈2/𝑅𝑧. Chyba je tedy umocněna na druhou.
Obr. 5.13: Porovnání napětí
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Obr. 5.14: Porovnání výkonu
Účinnost generátoru sahá až téměř k dvaceti procentům, což je adekvátní hodnota.
Autoři některý článků udávají možnou účinnost generátorů až 40% při odporové zátěži
(například článek [5]).
Obr. 5.15: Porovnání účinností
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6 VÝSLEDKY PRÁCE
6.1 Generovaný výkon při chůzi
Jedním z úkolů, které si klade za cíl tato diplomová práce, je zjistit, do jaké míry je vhodné
využívat piezogenerátory jako zdroj energie pro kochleární implantát. Pro tyto účely byl
využit signál zrychlení naměřený v oblasti hlavy (měření nebylo součástí DP, data dodal
Ing. Jan Smilek). Data byla měřena akcelerometrem jak pro běžnou, tak i rychlou chůzi.
Průběhy naměřených zrychlení jsou zobrazena na 6.1.
Obr. 6.1: Průběhy naměřených zrychlení z chůze; a) normální chůze, b) rychlá chůze
Pro oboje data je charakteristická velmi nízká dominantní frekvence 1,3 𝐻𝑧 pro nor-
mální a 1,6 𝐻𝑧 pro rychlou chůzi. Amplitudy dominantních frekvencích pro se pohybují
okolo 0,045 𝑚𝑠−2 – viz obrázek 6.2.
Právě naladění generátoru na takto nízké frekvence je pro komerční generátory téměř
nemožné. Z produktů firmy Midé je nejvhodnější generátor V21BL, u něhož lze dojít až
k vlastním frekvencím, které se blíží 20 𝐻𝑧. Stále je to však parametr velmi vzdálený poža-
dovaným hodnotám. Druhým praktickým problémem je velikost generátorů. Biomedicín-
ská aplikace vyžadující maximální miniaturizaci zařízení, tak aby generátor neomezoval
běžný život uživatele a bylo ho případně možné implantovat. Z praktického hlediska ale
může být problém v tom, že jednotlivé rozměry nelze volit zcela libovolně – piezomateriály
jsou totiž velmi křehké.
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Obr. 6.2: Frekvenční spektrum z naměřených dat z chůze
Pro získání představy, jakou lze získat energii v biopaplikaci generátorem V21BL,
který byl podrobně modelován v této práci, byla naměřená data použita jako vstup do
vytvořeného modelu. Při volbě optimálního odporu 𝑅𝑧 = 90 𝑘Ω se generované výkony
pohybovaly v řádech desetin 𝜇𝑊 . Odpor byl zvolen na základě obrázku 5.14. Výsledky
generované energie si můžete prohlédnout na obrázku 6.3. Výkony pak na obrázku 6.4.
Obr. 6.3: Elektrická energie získaná při simulaci experimentálních z chůze (V21BL)
Na začátku grafů je vidět, že pohyb byl pouze nepatrný (prvních 5 𝑠, spouštění měření
u PC). Poté začíná chůze. Rozdíly mezi rychlou a pomalou chůzí nejsou příliš výrazné.
Důvodem je, že u rychlé i pomalé chůze jsou téměř totožné velikosti amplitud jednotlivých
frekvenčních složek signálu. Obě měření se tak liší pouze velikostí dominantní frekvence
(1,3 𝐻𝑧 vs. 1,6 𝐻𝑧). U rychlé chůze došlo v čase 36 𝑠 k prudkému pohybu, který způsobil
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Obr. 6.4: Okamžitý výkon generátoru (V21BL); a) normální chůze, b) rychlá chůze
rozkmitání nosníku a tím i větší nárůst vygenerované energie. Tento jev je patrný i v grafu
okamžitých výkonů 6.4.
Pro zvýšení generovaného výkonu by bylo nutné provést optimalizaci generátoru pro
danou aplikaci.
6.2 Zhodnocení piezogenerátorů jako zdroje energie
Jak vyplývá z práce v DP a z provedené rešerše piezogenerátory jsou slibnou technologií
v oblasti energy harvestingu. Výhodou je bezesporu konstrukční jednoduchost a snadná
výroba (v porovnání například generátory pracujícími na indukčním principu, kdy je
nutné složitě navinovat cívku). Důsledkem může být nízká výrobní cena a ta je u každého
výrobku v konečném důsledku zásadní. S jednoduchou konstrukcí je spojena i vysoká míra
spolehlivosti a bezúdržbovosti. Poslední příhodnou vlastností je možnost materiál téměř
libovolně tvarovat, čímž není konstrukce generátoru v tomto směru nijak technologicky
limitována.
Pokud se jedná o generované výkony, tak z experimentálních dat pro chůzi byl získán
výkon zhruba 0,4 ÷ 0,5 𝜇𝑊 , což sice velmi nízká hodnota, ale na druhou stranu je to
také hodnota pro generátor bez jakékoliv optimalizace či úpravy pro danou aplikaci. Sní-
žení vlastních frekvencí až na hodnotu v řádu jednotek Hertz však bude velmi náročný
úkol a to zejména při snaze minimalizovat rozměry. Perspektivnější cestou pravděpodobně
bude budit generátor rázy – tzn. při každém kroku je piezogenerátor rozkmitán vlastní
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frekvencí. V případě, že jsme budili model experimentálními daty s frekvencemi blízkými
vlastním (z experimentů v kapitole 5.1), byl získávaný výkon asi 40 𝜇𝑊 . Stále se však
při daném typu a nastavení (V21BL, zátěž na konci nosníku 5 · 10−3 𝑘𝑔, amplituda bu-
zení 0,1 𝑔) se jedná o desetinu katalogové hodnoty. Důvodem pro tuto nižší hodnotu
je, že signál získaný experimentem nebyl harmonický, ale pouze periodický s několika
na-superponovanými frekvencemi. Zároveň frekvence buzení byla asi o 0,5 𝐻𝑧 odlišná od
vlastní frekvence generátoru V21BL. Naopak při simulaci generátoru s čistě harmonickým
signálem (obrázek 5.12), je velikost generovaného výkonu zhruba 4 𝑚𝑊 při buzení 1 𝑔,
což je poměrně dobrá hodnota, která zároveň odpovídá katalogu1. Problém ovšem je v re-
álném prostředí dostat takto kvalitní buzení a katalogové hodnoty jsou spíše laboratorní
a v praxi nezískatelné.
I přes některé problémy jsou piezoelektrické generátory jednou z neslibnější vývojových
větví v oblasti energy harvestingu.
6.3 Možnosti další práce
Diplomová práce položila základy pro další práce na piezoelektrických generátorech. Násle-
dujícím úkolem tak může být další práce na modelu – tedy zpřesňování zejména zahrnutím
a podrobným zkoumáním vlivu nelinearit na model či testováním popsaných postupů na
širším spektru generátorů. Hlavní směr by měl být ale upírán ve využívání této práci při
návrhu prototypů nových generátorů, zvláště v případě, že je v Brně dostupná technologie
pro jejich výrobu na instituci CEITEC. Zajímavé by mohlo být i částečné zautomatizování
vývoje za pomoci některých optimalizačních algoritmů.
1Srovnávání s katalogem je ztíženo tím, že jsou v něm uvedeny hodnoty pouze pro některé vlastní
frekvence. Pro jiné hodnoty lze pro orientaci použít lineární aproximaci hodnot.
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7 MODIFIKACE ZÁKLADNÍHO MODELU
7.1 Model piezoelektrického generátoru se dvěma stupni
volnosti v 1D
7.1.1 Sestavení modelu
V předchozí kapitole 4 byl prezentován model jednoduchého piezoelektrického generátoru
typu vetknutý nosník a byly určeny jeho parametry. Nyní můžeme aplikovat tyto zákoni-
tosti pro složitější generátor se dvěma stupni volnosti. Výhodou takovéhoto provedení je
možnost rozšíření pásma rezonanční frekvence. Tento generátor je spíše ukázkou možné
úpravy základních piezogenerátorů pro použití v biomedicínské aplikaci. Na obrázku 7.1
je schématicky znázorněna mechanická konstrukce generátoru.
Obr. 7.1: Konstrukce generátoru s dvěma stupni volnosti
Zařízení tvoří dva piezogenerátory, které jsou umístěny v rámu a jsou navzájem propo-
jeny pomocí pružiny. Propojením tak vznikne systém s dvěma stupni volnosti. Propojující
část (nejlépe ideální pružina) musí mít minimální tlumící vlastnosti, aby byla minimali-
zována disipace energie. Oproti předchozímu případu s jednoduchým nosníkem z kapitoly
4 je situace velmi podobná, co do určování parametrů. Nejednoduší je určit parametry
obou nosníků zvlášť, podle předchozích postupů. Liší se ale náhradní schéma reprezentující
dynamiku systému.
Problémem takovéhoto generátoru je nutnost oddělení elektronické části obou ak-
tivních částí (nosníky z piezoelektrického materiálu). Musí být zajištěno to, aby jeden
generátor svým generovaným výkonem nezpůsoboval deformaci druhého nosníku, který
v danou chvíli negeneruje výkon (princip „silnější dotuje slabšího“). To by se mohlo jed-
noduše stát pouhým vzájemný propojením výstupních svorek generátoru. Pro generátor
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je nutné nalézt vhodnou výkonovou elektroniku, která bude svojí konstrukcí vhodná pro
použití v energy harvesting aplikaci. Jako přijatelná on-chi elektronika může být napří-
klad MB39C811 od firmy Spansion, která obsahuje dva diodové usměrňovače [32]. Tento
obvod tedy umožňuje zapojení až dvou energy harvesting zařízení.
Celý generátor si lze pro ideální případ představit jako dva navzájem spojené hmotné
body připevněné přes tlumič a pružinu k rámu. Takováto představa je zobrazena na ob-
rázku 7.2 a jedná se o čistě mechanický model problému.
Obr. 7.2: Mechanický model generátoru se dvěma stupni volnosti
V mechanickém modelu na obrázku 7.2 je prvního nosníku reprezentována tuhostí 𝑘1
a tlumením 𝑏1. Přeměna části mechanické energie na elektrickou v poměru 1 : 𝑛1 je repre-
zentována pákovým převodem. 𝑘𝑏1 charakterizuje elektrickou kapacitu nosníku (schopnost
generátoru uchovávat energii). Odebíraný výkon je naznačen čárkovaně pomocí tlumiče.
Podobně jako pro první generátor je i druhý piezoelektrický nosník popsán parametry 𝑘3,
𝑏3, 𝑘𝑏3 a převodem 1 : 𝑛3. Oba nosníky jsou spojeny pružnou látkou s parametry 𝑘2 a 𝑏2.
Elektromechanickými analogiemi se podrobně zaobírá publikace [9].
Stejně lze problém realizovat pomocí ekvivalentního schématu – obrázek 7.3. V ekvi-
valentním obvodu jsou dva navzájem propojené rezonanční obvody. Toto schéma je v
následujícím textu použito pro vytvoření rovnic modelu.
Pomocí Kirchhofových zákonu můžeme pro jednotlivé smyčky obvodu sestavit soustavu
diferenciálních rovnic:

























































1 , 𝑢1 a nakonec 𝑢2. Proudy
𝑖i jsou funkcemi derivací přetvoření ?˙?(i)1 . Horní indexy v závorkách určují, jestli se jedná
o parametr nosníku I (index 1), nebo nosníku II (index 3), případně spojující pružiny
(index 2). U parametrů ekvivalentního obvodu (𝑅𝑏i, 𝐶𝑏i atd.) je filozofie totožná, ale jsou
využity dolní indexy.
Dále je nutné provést substituce podobně jako v předchozím případě podle kapitoly
4.3 a to pro všechny části generátoru (tj. 2x nosník z piezomateriálu (indexy 1,3) a pružná
látka, která oba generátory spojuje (index 2)).
𝜎𝑖𝑛,i = 𝑘(i)1 𝑚(i)𝑦 pro i = {1, 3} (7.8)








pro i = {1, 2, 3} (7.10)
𝐿𝑚i = 𝑘(i)1 𝑘
(i)
2 𝑚
(i) pro i = {1, 2} (7.11)
Konstanty 𝑘(i)1 a 𝑘
(i)
2 pro ∀i převádí reálné fyzikální veličiny na ekvivalentní elektrické
parametry. Tyto konstanty respektují konstrukční rozměry nosníku a jejich význam je















12𝑏(i) · (𝑙(i)𝑒 − 𝑙(i)0 )(2𝑙(i)𝑏 − 𝑙(i)𝑒 − 𝑙(i)𝑚 )










pro i = {1, 3} (7.14)
Dále je vhodné rovnice (7.6) a (7.7) upravit do diferenciálního tvaru derivací a následně










· ?˙?(i)1 pro i = {1, 3} (7.15)
Vzhledem ke složitosti soustavy rovnic (7.8) až (7.11) je výhodné pro simulaci využít
speciálních programů pro simulaci elektrických obvodu. Takovým programem je napří-
klad i nadstavba programu MATLAB Simulink – SimElectronics. Reprezentace obvodu
je zobrazena na obrázku 7.4.
7.1.2 Zhodnocení modelu
Pro simulaci výstupu modelu byl opět využit generátor Midé V21BL, jehož parametry
byly určeny v předchozích kapitolách. Jediným rozdílem mezi oběma generátory je jiná
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Obr. 7.3: Ekvivalentni schéma generátoru s dvěma stupni volnosti
Obr. 7.4: Simulace generátoru se dvěma stupni volnosti – SimElectronics
hmotnost umístěná na jejich konci. Tuhost propojující pružiny má významnou roli ve
výsledné simulaci a je nutné ji vhodně volit.
Výsledné frekvenční spektrum je zobrazeno na obrázku 7.5. Výsledky byly znormovány
vzhledem k maximu z důvodu jejich závislosti na vstupním buzení, které není definované.
Přesně podle předpokladu je dosaženo dvou rezonančních frekvencí, které zhruba odpo-
vídají rezonančním hodnotám samostatných piezoelektrických nosníků.
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Obr. 7.5: Frekvnienční spektrum pro 2dof generátor
Přidaná hodnota daného technického řešení je tedy rozšíření aktivního pásma, tedy
pásma ve kterém dokáže generátor efektivně pracovat. To je častá nevýhoda energy har-
vesting zařízení, jejichž optimální fungování je závislé na velmi úzké rezonanční frekvenci.
Frekvenční pásmo lze samozřejmě rozšířit zvýšením tlumení – to je ale na úkor účinnosti,
protože se zvyšuje množství energie zmařené v odpadní teplo. Využití více generátorů
umístěných do „stacku“ tak může umožnit rovnoměrnější a stabilnější chod energy harves-




Předložená diplomová práce se zabývá modelováním piezoelektrických generátorů urče-
ných pro biomedicínskou aplikaci. V rešeršní části textu byly nejprve předloženy všechny
základní prerekvizity k pochopení problematiky principiálního fungování piezoelektric-
kého jevu s hlubším zaměřením na generátory a jejich modelování. Opomenuta nebyla ani
krátká rešerše výkonové elektroniky pro energy harvesting.
V diplomové práci byl na základě provedené rešerše uveden popis chování materiálu
a popis dynamického chování piezoelektrického generátoru v analytickém tvaru pomocí
diferenciálních rovnic. Při popisu dynamického chování bylo využito ekvivalentní elek-
trické schéma piezogenerátoru, pomocí kterého byla soustava modelována jako elektrický
obvod. Takovýto modelový přístup umožňuje snadnější náhled na problém a zjednodu-
šuje implementaci dalších částí – například výkonové elektroniky – do modelu. Nedílnou
součástí modelu je určování parametrů, včetně podrobného odvození jednotlivých vztahů
tak, aby čtenář snadno pochopil všechny zákonitosti a případná omezení modelu.
Navržený model bylo dále nutné ověřit, a proto byla provedena řada experimentů,
jejíchž cílem bylo potvrdit správnost modelu. Jednalo se zejména o experiment s rázovým
odlehčením deformovaného nosníku (simulace rázu) a experimenty s určováním výkonu
při periodickém buzení. Pro tyto pokusy byl navrhnut a vyroben přípravek umožňující
snadné upnutí generátorů různých velikostí.
Model prokázal vyhovující chování s uvážením množství parametrů zahrnutých v rámci
identifikace modelu. Tvar i velikost simulovaného průběhu se věrně shodovala s měřením
a bylo dosahováno nízké chyby. Při určování parametrů se potvrdil fakt, že nelze postupo-
vat bez provedení některých experimentů na reálné soustavě. Velký vliv na celkové chování
má totiž například nejen upnutí generátoru (reálná délka nosníku), výrobní nepřesnosti,
ale i takové detaily, jako je ulpívání mastnoty na nosníku a tím způsobená změna vlastní
hmotnosti nosníku. Proto je vždy nutné určit zejména vlastní frekvenci piezogenerátoru,
případně nalézt hodnotu optimálního výkonu, experimentálně.
Při posouzení generátoru pro biomedicínskou aplikaci, byl model využit při analýze
dat získaných pomocí akcelerometru umístěného v oblasti hlavy. Model generátor typu
V21BL byl schopen vygenerovat průměrný výkon cca 0,4 až 0,5 𝜇𝑊 . Tato hodnota je však
bez jakékoli optimalizace na danou aplikaci. V případné optimalizaci na dané použití se
tak skrývá velký potenciál.
Byla také představena modifikace modelu pro dva stupně volnosti. Tento generátor
představuje možnost, jak rozšířit jinak velmi úzké pásmo, kdy generátor optimálně pracuje
(rezonanční frekvence). Zařízení by tak by bylo případně schopné pokrýt pomalou i rychlou
chůzi, případně běh.
Sestavený a na komerční elektronice verifikovaný model bude v budoucnu sloužit pro
vývoj nových piezogenerátorů pro biomedicínské aplikace.
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SEZNAM SYMBOLŮ, VELIČIN A ZKRATEK
DP Diplomová práce
EH Energy Harvesting
FFT Rychlá Fourierova transformace
MKP Metoda konečných prvků
MEMS Mikro-elektricko-mechanický systém
NI National Instruments
LTI Lineární s časem neměnný systém
TEC Termoelektrický chladič
TEG Termoelektrický generátor
UMTMB Ústav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky
A Matice vnitřních vazeb [−]
𝑎 Typ zapojení vývodů nosníku z piezomateriálu [−]
𝑏 Vzdálenost od středu ohybové čáry ke středu vrsvy piezomateriálu [𝑚]
𝑏𝑒 Součinitel elektrického tlumení [𝑁𝑠𝑚−1, 𝑘𝑔 · 𝑠−1]
𝑏𝑚 Součinitel mechanického tlumení [𝑁𝑠𝑚−1, 𝑘𝑔 · 𝑠−1]
𝑏𝑝 Poměrný útlum [−]
B Matice vazeb systému na vstup [−]
𝐶𝑏 Elektrická kapacita nosníku [𝐹 ]
𝐶𝑘 Ekvivalentní kapacita (reprezentuje mechanickou pružnost) [𝐹 ]
C Matice vazeb výstupu [−]
𝑑31 Piezoelektrická konstanta [𝐶𝑁−1]
𝐷3 Elektrická indukce ve směru 3 [𝐶𝑚−1]
d Matice piezoelektrických koeficientů [𝐶𝑁−1]
D Elektrická indukce [𝐶𝑚−2]
𝐸3 Intenzita elektrického pole ve směru 3 [𝑉 𝑚−1]
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E Intenzita elektrického pole (matice) [𝑉 𝑚−1]
𝑓0 Vlastní frekvence v hertzích [𝐻𝑧]
𝐹𝑘 Síla od tuhosti [𝑁 ]
𝐹𝑏𝑒+𝑏𝑚 Síla od tlumení [𝑁 ]
f Vektorový zápis vlastních frekvencí tlumeného kmitání [𝐻𝑧]
𝑔𝑛 Velikost amplitudy „n“ [−]
𝑔𝑛+1 Velikost amplitudy „n+1“ [−]
𝑖 Proud protékající transformátorem [𝐴]
𝑖𝑐 Proud protékající kondenzátorem [𝐴]
𝑖𝑟 Proud protékající odporem [𝐴]
𝐼 Kvadratický moment průřezu [𝑚4]
𝑘 Tuhost pružiny/nosníku [𝑁𝑚−1]
𝑘31 Coupling faktor [−]
𝑘1 Převodní konstanta síla-napětí [𝑚−2]
𝑘2 Převodní konstanta výchylka-přetvoření [𝑚]
𝑙 Vzdálenost elektrod [𝑚]
𝑙0 Vzdálenost elektrody k vetnutí nosníku [𝑚]
𝑙𝑏 Délka nosníku po zátěž [𝑚]
𝑙𝑒 Vzdálenost konce elektrody od vetknutí [𝑚]
𝐿𝑚 Ekvivalentní mechanická indukčnost (reprezentuje hmotnost) [𝐻]
𝑙𝑚 Délka seismické hmoty nosníku [𝑚]
𝑚 Hmotnost seismické hmoty [𝑘𝑔]
𝑚0 Hmotnost nosníku bez seismické zátěže [𝑘𝑔]
m Vektorový zápis hmotností [𝑘𝑔]
𝑛 Převodní charakteristika [𝑁𝑉 −1𝑚−2]
𝑃 Síla podílející se na přeměně energie [𝑁 ]
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𝑃max Maximální výkon [𝑊 ]
𝑃𝑒,ef Efektivní hodnota elektrického výkonu [𝑊 ]
𝑃𝑒 Elektrický výkonu [𝑊 ]
𝑃𝑚 Mechanický příkon [𝑊 ]
𝑃𝑚,ef Efektivní hodnota mechanického příkonu [𝑊 ]
𝑄 Elektrický náboj [𝐶]
𝑅𝑧 Odpor zátěže [Ω]




𝑆𝑒 Plocha elektrody [𝑚2]
S Matice přetvoření [Δ𝑚
𝑚
]
s𝐸 Matice elastické poddajnosti za konstantní intenzity E [𝑚2𝑁−1]
𝑡 Čas [𝑠]
𝑡𝑐 Celková tloušťka nosníku [𝑚]
𝑡𝑝 Tloušťka vrstvy piezomateriálu [𝑚]
𝑡𝑠ℎ Tloušťka podložky (střední části) nosníku [𝑚]
T Matice mechanických napětí [𝑃𝑎]
𝑢 Výstupní napětí [𝑉 ]
u Vektor vstupů [−]
𝑤 Šířka nosníku [𝑚]
x Stavový vektor [−]
𝑦 Vstupní zrychlení [𝑚]
𝑌 Youngův modul pružnosti nosníku [𝑃𝑎]
𝑌𝑝 Youngův modul piezomateriálu [𝑃𝑎]
𝑧 Výchylka nosníku [𝑚]
𝑧𝑚 Průbyb v místě těžiště zátěže nosníku [𝑚]
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𝛿 Součinitel doznívání [−]
𝜂 Účinnost [−]
𝜂max Maximální účinnost [−]
𝜂𝑦 Poměr modulů pružnosti podložky a piezomateriálu [−]
𝜗 Logaritmický dekrement útlumu [−]
𝜀0 Permitivita vakua [𝐹𝑚−1]
𝜀𝑟33 Relativní permitivita materiálu ve směru 3-3 [−]
𝜀33 Absolutní permitivita ve směru 3-3 [𝐹𝑚−1]
𝜀 Absolutní permitivita (matice) [𝐹𝑚−1]
𝜎𝑖𝑛 Napětí vzniklé ohybem nosníku [𝑃𝑎]
Ω0 Vlastní frekvence volného netlumeného kmitání [𝑟𝑎𝑑 · 𝑠−1]
Ω1 Vlastní frekvence volného tlumeného kmitání [𝑟𝑎𝑑 · 𝑠−1]
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A VÝZNAMNÉ FIRMY V OBLASTI PIEZOELE-
MENTŮ
APC internetional, Ltd. Firma plně pokrývá celý sortiment týkající se piezomateriálů
– a to od vlastních generátorů a aktuátorů, přes vývoj optimalizaci až po dodávku
výukových materiálů (knihy) či polotovarů.
<https://www.americanpiezo.com/standard-products/stripe-actuators.html>
AdaptivEnergy Pro získávání energie jsou zajímavé zejména produkty Joule-Thief™.
Jedná se o kompletní řešení určení pro energy harvesting pro frekvence 60𝐻𝑧 nebo
120𝐻𝑧.
<http://www.adaptivenergy.com/order/>
Mide Poskytuje široký sortiment piezoelementů – obzvláště pro energy harvesting včetně
speciální elektroniky pro tyto účely určené.
<http://www.mide.com/products/products.php>
PI Firma se specializuje na mikropohony pro obory mechanika a jemná optika – je tedy
dodavatelem spíše komplexnějších produktů do mikroskopů a optických zařízení.
Pro energy harvesting je zajímavá řada výrobků DuraAct™
<http://www.duraact.net/>.
Perpetuum Firma dodává spíše konkrétní řešení pro bezdrátové snímací systémy (na-
příklad pro vlaky či petrochemický průmysl).
<http://www.perpetuum.com/tech.asp>
Piezo systems, Inc. Firma nabízí bohatý sortiment materiálů (polotovary), aktuátorů
a řídící elektroniky. V nabídce nejsou generátory.
<http://www.piezo.com/prodeh0nav.html>
Noliac Dodavatel polotovarů, elektroniky a aktuátorů.
<http://www.noliac.com/Components-7560.aspx>
Data platná v roce 2015.
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B METODIKA ESTIMACE 1D LTI MODELU
BIMORFNÍHO PIEZOGENERÁTORU
TYPU VETKNUTÝ NOSNÍK
Následující text stručně popisuje tvorbu modelu piezogenerátoru a určení jeho parametrů
a usnadňuje tak jeho aplikaci.





































𝑌 Yangův modul 𝑃𝑎
𝑚 hmotnost 𝑘𝑔
𝑏𝑚 součinitel tlumení 𝑁𝑠𝑚−1
𝑑31 piezoelektrická konstanta 𝐶𝑁−1
𝑎 konstanta určující paralelní nebo sériové zapojení vodičů −
𝑡𝑝 tloušťka nosníku 𝑚
𝜀33 permitivita 𝐹𝑚−1
𝑘1 převodní konstanta 𝜎 ↔ 𝐹 𝑚−2
𝑘2 převodní konstanta 𝑧 ↔ 𝑆 𝑚
𝑙𝑒 délka konce elektrody od vetknutí 𝑚
𝑙0 začátek elektrody od vetknutí 𝑚
𝑙𝑚 délka zátěžné hmoty 𝑚
𝑙𝑏 celková délka nosníku 𝑚
𝑅𝑧 zátěž generátoru Ω
Rozměry jsou také zakótovány v obrázcích 4.1 a 4.5 nebo v této příloze na obrázku
B.1.
Určování parametrů:
hmotnost 𝑚 -jedná se hmotnost na konci nosníku - lze zvážit závaží, ale je nutné také
určit vlastní hmotnost nosníku 𝑚0, který není nehmotný. 𝑚0 lze stanovit na základě
skriptu, který je v příloze této DP. Více v kapitole 4.3.4.
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Obr. B.1: Rozměry generátoru
součinitel tlumení 𝑏𝑚 - součinitel tlumení lze určit z experimentu, kdy je změřena rych-
lost, případně napětí pro „brnknutí“ do nosníku. Z nich jsou poté odměřena dvě po
sobě jdoucí maxima amplitud 𝑔𝑛 a 𝑔𝑛+1. Z něho lze dopočítat logaritmický dekre-










𝜗2 + 4𝜋2 (B.3)
kde 𝑓0 je vlastní frekvence v 𝐻𝑧, která byla určena na základě stejného měření
konstanta 𝑎 vyjadřuje typ zapojení - 1 pro sériové zapojení a 2 pro zapojení paralelní
tloušťka 𝑡𝑐 na základě elektrické kapacity 𝐶𝑏 a to podle vztahu:






permitivita 𝜀33, piezoelektrická konstanta 𝑑31 - nelze jednoduše změřit a proto je
nutné spolehnout se na katalog











kde 𝜂𝑦 - poměr modulů pružnosti podložky a piezomateriálu, 𝑡𝑝 je tloušťka vrstvy
piezomateriálu a 𝑡𝑠ℎ je tloušťka podložky (střední části) nosníku.
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konstanta 𝑘1 je vypočtena ze vzorce
𝑘1 =
𝑏
2𝐼 · (𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚 − 𝑙𝑒) (B.6)
konstanta 𝑘2 se určí na základě vztahu
𝑘2 =
𝑙𝑒 (2𝑙𝑏 − 𝑙𝑚)3
12𝑏(𝑙𝑒 − 𝑙0)(2𝑙𝑏 − 𝑙𝑒 − 𝑙𝑚)
kde jednotlivé rozměry jsou patrné z obrázku 4.1 a rozměr 𝑏 označuje vzdálenost od
středu ohybové čáry k nejvzdálenějšímu místu průřezu v ose ohybu 𝑏 ≈ 𝑡𝑐2
Yangův modul z naměřeného průhybu při přiložení závaží lze spočítat Yangův modul





kde 𝑙 je vzdálenost od vetknutí po těžiště hmotnosti 𝑚. 𝑔 je gravitační konstanta,
𝑧max je průhyb pod hmotností 𝑚. 𝐼 je kvadratický moment průřezu.
Poznámky:
1. Při experimentech nikdy nebylo dosaženo takové vlastní frekvence, která byla přede-
psána v katalogu. Důvodem je velmi vysoká citlivost parametru 𝑙𝑏 na tuto hodnotu.
Proto je vždy vhodné „doladit“ vlastní frekvenci pomocí 𝑙𝑏.
2. vždy je dobré ověřit, zda odpovídá ekvivalentní tuhost 𝑘 podle vztahu 𝑘 = 𝑌/(𝑘1𝑘2)
hodnotě určené v kapitole 4.3.4.
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C VLIV PARAMETRŮ NA ODEZVU MODELU
Několik následujících grafů slouží jako ukázka vlivu parametrů na odezvu modelu. To zna-
mená při simulaci napětí modelu při počáteční deformaci – tedy simulace „brnknutí“ do
nosníku. V každém grafu jsou tři průběhy. Jeden pro původní, nemodifikovanou hodnotu
a další dva pro dvojnásobek a polovinu originální hodnoty. V této příloze jsou ukázany
pouze důležité parametry. Zbylá část grafů je umístěna v elektronické příloze. Grafy jsou
bez dalšího komentáře.
Obr. C.1: Vliv hmotnosti 𝑚 – změna frekvence
Obr. C.2: Vliv Youngova modulu 𝑌 – výrazná změna frekvence, změna velikosti napětí
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Obr. C.3: Vliv šířky nosníku 𝑤 – změna obálky průběhu, mírná změna frekvence
Obr. C.4: Vliv parametru 𝑏 – dochází pouze ke změně frekvence
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